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PREFAZIONE 

DELL’ EDITORE 

I^LlA QVALB tA tBCDITO IL EbOSPETTO DELL INTEBA OPERA , 

PMILICATO FIN DAL 1809. 


'' f WApf V' * 


Ou antichi geometri , come lasciò notato Pap- 
po alessandrino, nella prefazione al libro VII. delle 
sue Coìhiioni matematiche , dopo aver fallo ap- 
prendere a coloro, che nella Geomelria islruivansi, 
ì comuni Elementi , ed eran questi gli Euclidei , 
senza che in que’ felici tempi per la Geometria al- 
tri se ne conoscessero , a coloro, che volevano ap- 
prendere la dinicile, e veramente sublime arte del- 
r inventare avevano preparata abbondante materia 
di precetti , e di esempj in zxxiii libri , cosi ordi- 
nati forse da Pappo medesimo De’nATi di Eucli- 
de, un libro. Due di ApoUonió , della sezione di 
RAGIONE , e due altri , dello stesso , della sezione 
DELLO spazio , due della sezione determinata , e 
due delle tazioni . Tre de’ porismi , di Euclide \ 
due di Apollonio delle inclinazioni, due de’LUOGHi 
piani, ed otto de’ conici. Cinque de’ luoghi solidi 
di Arisieo Seniore ; due de’ luogiu alla scperit- 

* Fu questa repìDiooe manifestata dallllalley , Doila dotta prcterione 
•'Hbrì di ApolloBio dt StctitM nMornt ee. 
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ciE,di Euclide je dnalmenteidue di Eratostene det- 
ti DE MEDIETATIBDS * . 

Eran questi 1 meszi , cbe adoperarono que’ sag- 
gi, e severi istitatori a formare tanti insigni geome- 
tri, profondi nella scienza , da’ quali questa ebbe i 
suoi grandi progressi , e quella massa di conoscen- 
ze importanti , che se ci fosse tutta pervenuta a- 
•vremmo noi dovuto , come il Newton , e l’ Halley 
si espressero, yòric più ammirare tanta loro sapien- 
za, che poterla raggiiignere senza i loro scritti. 

Ma risorta la Geometria tra’moderni, e gran par- 
te di quelle dotte , e sublimi opere rimasta dalla e- 
dacità de’tempi, e dalle più che sacrileghe mani de’ 
barbari distrutta , non fu dato a coloro, che inde- 
fessamente la coltivarono, e promossero il penetrar 
tant’ oltre, nè la già ingentilita maniera d’ istituire 
il permetteva . Aggiungasi , che 1’ invenzione del- 
r Analisi algebrica , e 1’ applicazione di essa alla 
Geometria, che hanno al sommo decorata la scien- 
za de’ moderni, deviolli dall’attendere con pari im- 
pegno che prima a ricercare , o restituire le cose 
perdute di quelli , a che con buon successo adope- 
raronsi profondi geometri italiani, e stranieri, resti- 
tuendo cosi WLuogo risoluto ad unacertaintegrità*. 

In tanto comunque si fosse, era ben necessario 
una qualche istituzione produrre , che dell' una , e 

* Di sifTiUi libri daremo diatinta notizia nella prima delle diasertozio* 
ni inaoritc nel rul. 1. dogli O f uteoli Miitimalid. 

’ Yeggausi le dùseiUzioui poc anzi citale. 
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deir altra analisi esponesse t precetti , e ’l modo di 
convenevolmente usarne , corredandoli di opportu- 
ni esempi j da che il giovine geometra venisse guida- 
to neirinventarc,ed a saperne adoperare in convene- 
vol modo i mezzi, che abbondevolmente si possede- 
vano da’rooderni . NeU’assoluto dilètto di un* ope- 
ra di tal fatta , venne in pensiero al nostro illustre 
Pergola di tentare questo difdcil lavoro, fin da che 
cominciò ad avere una scuola di Matematiche, dal- 
la quale venner fuori tanti distinti allievi, che han- 
no onorate , e promosse tali scienze con le loro o- 
pere, e con l’ insegnamento * j stabilito presso noi 
il perfetto, e compiuto coltivamento di esse, e resa 
la scuola napoletana degna della considerazione del- 
lo slranieVo . Ed ei avendola piu volte riveduta , • 
rifatta finalmente dopo avervi data 1’ ultima ma- 
no nel 1807, ci permise pubblicarne un Prospetto 
ragionato , che usci alla luce nel 1 809 , e che qui 
appresso verrà inserito , per mostrare l’ intero pia- 

* Fin dal 1791 , nel pubblicarsi dal Giannattasio gli Elementi della 
Geometria tnblime , vi si aodunzlava per seconda parto di essi l ' Arte 
Emiiliea dello steaso autore , già da parecchi anni innanzi composta . 
e della quale manoscritta servlvasi per la sua scuola ; a che veniva ag- 
giunto un esercitar continuo nella soluzioni di problemi , da' quali con 
piacere abbiam veduto poi prodursi più di una raccolta , non solo tra 
noi , ma eziandio oltrementi . 

' Ne' MSS. da me acquistati , oltre quello del 1790 collegato in un 
Tolùme col corso <0 Analisi elementare, e sublime, che donai alla biblio- 
teca della B. U. degli stac^ , ve n' ha due altri senza indicazione di an- 
no; ma che debbon precedere quello segnate 1798 ; un ahro eoo l'in- 
dicazione 1800 , ed un altro eoo quella 1802 . Finalmente F ultimo del 
1707 , sui quale 6 fatta la presento ediziooe. 
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no di tal compintissimo lavoro , ed indicare quelle 
parti di esso meno elementari , che essendo state in 
seguito separatamente pubblicate dall’autore medesi- 
mo, non ho creduto ripristinarle nel luogogià prima 
destinatovi, ritenendole per altro uso . Lo stesso di 
talun’altra cosa, che sebbene non ancora da lui pub- 
blicata , ho per r anzidetta ragione , creduto op- 
portuno riportare nella raccolta di Opuscoli mate- 
matici , i quali a buon conto sono un ricco, e pre- 
zioso materiale di compimento a’due Corsi elemen- 
tari geometrico , ed algebrico , e principalmente 
a’ diversi trattati per l’ invenzione , de’quali il pre- 
sente forma la base. 


Si vedrà da questo prospetto quale inesausta mi- 
niera di ricerche, di precetti , e di metodi si con- 
tenga nella presente opera, nuova nell’ argomento, 
condotta con maestria impareggiabile, e con quel- 
la giudiziosa facillà, eh’ è l’ impronta sicura di chi 
possiede egli la scienza , e non va mendicandola a 
brani nelle altrui opere , profittando delle non sue 
fatiche,e talvolta oscuramente ripetendole j ed esso 
mi risparmierà però l’estendermi in più particolari 
sul presente lavoro . Non debbo in tanto tralasciar 
di avvertire , ora che pubblico questa prima cq>era 
da'MSS.del Pergola, che rimasti essi durante la sua 
lunga ultima malattia , e poi per più anni dopo la 
morte abbandonati nelle mani di una vecchia pin- 
zochera, che lo assisteva, da lui già nominata sua 
f ' àe , il meno infelice trattamento , che poWroa* 
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ricevere fu di essere stati dilTormemente disordinali, 
e confusi tutt’i quaderni disgiunti, che componeva- 
no ciascun trattato . £ come che egli , nel rifarli 
non distruggeva i MSS. precedenti , nè compiuta- 
mente terminava i nuovi , confidando , che pub- 
blicandosi sotto i proprj occhi , potesse prender dal- 
l’uno ciò, che avrebbe dovuto ripetere identicamen- 
te nel nuovo , una tal circostanza ne ha reso assai 
più difficile lo sceveramento , ed è stata la vera ca- 
gione , che mi ha deviato, più di una volta, il pen- 
siero di occuparmene , dopo averli acquistati , per 
preservarli dalla totale distruzione. Nè mi vi sarei 
più indotto , in tempo , che minori sono in me le 
forze, se qualche potentissima ragione, che vai me- 
glio tacere , e dimenticare affatto , per non far in- 
giuria a’ presenti tempi , non mi avesse determina- 
to ad impiegare tutto il resto di mia vita in pubbli- 
care quanto dal Fergola,da me, e da altri di nostra 
scuola crasi prodotto in una ben lunga serie di an- 
ni , a vantaggio delle Matematiche , e di quella 
buona istituzione di esse , che vi abbiamo soste- 
nuta , e che ora sconsigliatamente vedesi minac- 
ciata di declinamento. 

Debbo ancora osservare , che siccome il Pergo- 
la aveva per sistema di perfezionar sempre ciascuna 
sua opera nell’ atto della stampa , cosi ognuna che 
se ne pubblicherà , dovrà considerarsi , relativa- 
mente a lui , come mancante dell’ ultima mano. E 
però , nel produrre questa non solamente mi ho 



X 



permesso illustrarne qualche luogo con opportune 
note, sì sparse nel corso dell’ opera, ove più da vi> 
ciao riguardavano l’oggetto, che tratu vasi, sì pure 
in fine di essa insiem raccolte, a più abbondanza di 
dottrina ^ ma ho in oltre supplita alcuna trattazio* 
ne, come forse l’autore stesso avrebbe fatto nell’ at- 
to della stampa , onde non vi fosse argomento ri- 
guardante r invenzione geometrica , non metodo 
per essa , antico , o moderno , che mancasse alla 
compiuta istituzione della gioventù , che nelle dif- 
ficili vie di quella cerca perfezionarsi. Tale appunto 
è il prolungamento del cap.4. del lib. n. parte I , 
pe’ luoghi geometrici ; e tale ancora il Saggio dì 
Geometria analitica col quale terminasi un tal li- 
bro, e che ho tratto in gran parte dalle lezioni, che 
dettai nella R.U. degli studj dal 1H07 al 1811. Ed 
un tal saggio si vedrà poi continuato, per la parte 
sublime , in un’ appendice alle Sezioni coniche a- 
nautiche , nel riprodurle per questa quarta volta , 
ed io fine della Geometria di sito , per ciò , che 
riguarda le ricerclie geometriche nello spazio, come 
già fu avvertito in una nota alla prefazione di que- 
st’ opera . Sicché dal loro insieme risulterà un ben 
compiuto, e connesso trattato di Geometria anali- 
tica col moderno metodo puro algebrico , eh’ è un 
prolungamento del Cartesiano : e si vedrà come nel- 
le mani di chi sia già in questo versato, ed in ([uel- 
lo degli antichi geometri acquisti forza , e chiarez- 
za maggiore,da riescir proficuo,couvenevolmeDte a- 
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doperandolo , nelle ricerche geometriche. Ed in lai 
saggio ho cercalo di render rigoroso quello , che vi 
ho elernenlarraente esposto, dandogli un nesso geo- 
metrico , e spesso con la Geometria afforzandolo ; 
giacché se questa dall’Analisi algebrica può ricevere 
estensione ne’ suoi principi , largamente la com- 
pensa, con rischiarare, e comprovare i risultamen- 
ti , che per mezzo di essa ottengonsi . Mi doleva 
in vero 1’ animo , nel vedere , che dopo aver ab- 
bandonato questo insegnamento , che non più ap- 
parteneva alla cattedra alla quale venni promosso, 
con la riforma dell’ Università degli studj operata 
nel i8ia , coloro , che il ripigliarono avessero do- 
vuto vagare da una in altra istituzione slrauieia , 
e riiicrescevami , che dopo il decorrer di ben sci 
lustri si fosse ancora nello stesso stato j a che ag- 
giuntasi r ultima sjMuta , che da alcuno , per igno- 
ranza del passato, come 1’ età sua giovanile il com- 
portava , da altri per malvagità di carattere , o per 
vanità di attribuirsi un merito , che non gli era do- 
vuto si osasse ingiuriar coloro da cui avev’ano ap- 
preso , mi sono finalmente determinato a riveder 
queslo lavoruccio , {mh* publicarlo ad utilità della 
gioventù matematica napoletana, la quale jicr l’ad- 
dielro , per quel tempo, che potemmo in nostra 
scuola adojierarci a compiutamente istituirla , non 
ebbe bisogno di mendicai'e slraRÌeri ajuli. 

Nò r averlo diviso pe’trc trattali sopra delti nuo- 
ce all’ unità di esso , che anzi più propriameute oe 
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zìi 

indica il luogo ove ciascuna di quelle parti si deb- 
ba apprendere j e poi que’ trattati non formano, che 
un solo corpo di dottrina per 1’ invenzione geomey 
trica, il quale può ben dirsi il Ijuogo di risoluzione 
antico , e moderno^ che concorrono a perfezionar- 
lo , e compierlo le materie trattate ne’ primi otto 
volumi degli 0^u5Cob' matematici di nostra scuola. 

L’ ho poi corredato di apposite N<Àe , sia per 
qualche importante cosa ad esaminare , sia per i- 
slituir sempre quel parallelo tra ’l metodo analiti- 
co, e ’l geometrico, da che dee risultare il discerni- 
mento del vero geometra inventore , e distinguer- 
lo dal semplice compilatore di formolo algebriche , 
per riescire ad una qualunque soluzione di un pro- 
blema , che spesso risulta faticosa , o anche inutile 
affatto . 

Mi veggo ancora nell’ obbligo di avvertire, per- 
chè ciascuno si abbia il merito dovuto a’ suoi la- 
vori , tanto più se altro vantaggio ancor non gli sia 
tornato dalla scienza , che indefessamente coltiva , 
che nell’atto della stampa ha questo mio lavoruccio 
ricevuta una perfezione maggiore, dalla cooperazio- 
ne pronta , ed attiva del sig. Nicola Trudi , da cui 
le Matematiche avranno molto a sperare , se non si 
mancherà di definitivamente attaccarvelo , il che a- 
vrei fatto da più tempo , se , come altra volta , fosse 
stato in me il potere di eflcttuirlo ^ . 

‘ Di lui (uno gii pubblicalo le rUpoae al programma , che pnv 
posti nel 1830 , ed in doppio modo a ciascuno de' quesiti n, 1 , o 2 . 
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f Ritornando ora al trattalo del Pergola, dal qua- 
le mi ha deviato 1’ aggiunta fattavi , dirò , che olr* 
tre a’ problemi da lui recati dove occorrevano nel 
corso dell’ opera, se ne vedrà in fine di essa un’am- 
pia raccolta , distribuita alla meglio in serie , che 
verranno presi in parte da quel zibaldone , eh’ egli 
teneva per notarvi ogni sua cosa in fatto di scienza j 
ed altre soluzioni di alcuni ne saranno ancora date, 
altri nuovi aggiunti . £ tutti questi , mentre servi- 
ranno a’ giovani di utile esercizio , e di esempi , 
mostreran loro il confronto de’ metodi , e l’ energia 
de’ medesimi a proposito adoperati ; poiché si è a- 
vuta sempre l’ accortezza in risolverli, di adoperar- 
vi quello più conducente all’ eleganza della costru- 
zione ; sistema giudiziosameute tenuto dall’ immor- 
tai Newton nella sua Arithmetica Universalis , e 
da tutti gli accorti matematici moderni : sicché ora 
si vedrà adoperala la Geometria degli antichi , altre 
volte la Cartesiana , o ’l metodo algebrico puro j e 
spesso ancora veggonsi essi concorrere ad una stessa 
ricerca , da che più facilmente , che con precetti , 
si rileva il convenevole uso di ciascheduno . 

In verità mi spiace ripeter tante volte una tal 


e divcrae imporUnti Momorio , che fanno aefpiito al n. 1 , hanno meri- 
tata I ' approvazione de' più distinti matematici stranieri , Egli ha pre- 
sentata alla R. A. delle scienze , di cui h socio corrispondente una sua 
dotta Memoria tuli» rtlaiiimi tra i deltrminaiUi delle lesioni coniche 
iscritte , e circoscritte contemporaneamesUe ad un medesimo poligono 
irregolare , già approvata pur gli atti ; e molti suoi lavori si vedran- 
no a mano a mano pubblicati ne' nostri Opuscoli matematici. 
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cosa ; ma 1’ abbandono cui veggo tendere gli anti» 
chi metodi presso noi , mentre altrove fanno ogni 
sforzo per ripigliarne l’ uso , e la superficialità con 
la quale comunemente s’ istituisce, e si coltiva l’ al- 
gebrico-geometrico mi v’ induce , per non veder 
distrutte le gravi fatiche da noi sostenute per tanti 
anni in istabilire, e promuovere la buona istituzio- 
ne matematica nella scuola napoletana . 

L’ opera come si vedrà nel seguente prospetto , 
che a mostrarla nella sua integrità, e come l’autore 
l’aveva congegnata , ora riproducesi, è divisa in due 
parti ; delle quali ritenendo i tre libri della pri- 
ma cui faran seguito i principali problemi de’ libri 
più elementari del Lmo^o risoluto , ne limiteremo 
la seconda soltanto a quel che crederemo conve- 
niente, come verrà , da luogo in luogo, dichiarato 
nelle note al prospetto medesimo . Per tal modo , 
se non avremo potuto adempiere compiutamente , 
come r autore avrebbe fatto, al suo proponimento, 
avremo al meno operato il possibile per noi , onde 
facilitare a’ giovani il difficile cammino dell’ invenr 
zione , ed il discernimento de’ metodi , indicando 
loro i modi da convenevolmente adoperarli . 
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I . Lo spirito cT inventare non è , come si crede, 
un dono , che il Ciel comparte di rado, ed a pochi 
de’ mortali . Una saggia istituzione, che si rechi a 
giovani attenti^ ed ingegnosi, e massimamente nel- 
le Matematiche discipline, è potente a produr quel- 
lo in questi di buon ora. Solo diremo, che i prin-« 
cipj delle geometriche invenzioni prodotti dalle gre- 
che scuole , o dalla sagacia delle moderne rileva- 
ti , non siensi raccolti in un sistema dimostrativo , 
o in un corso didascalico elegante j alBchè ognun, 
che imprenda a risolver problemi ( lo che forma le 
primizie dell’ inventare ) vi si possa condurre per 
ìscienza , e senza irne tra ’l bujo , ed a tastone, co- 
me la piupparte de’giovani suol fare . Ma in tanto un 
geometra di nostra nazione ha congegnata un’ ope- 
ra , che ha per epigrafe t Arie euristica in sistema 
scientifico ridotta ’ , e con essa varj giovani priva- 
tamente ammaestrando li ha mirabilmente in que- 
st'arte, e con pubblico plauso istituiti. Noi dunque 
abbia m ragione di sperare , eh’ ei con darla in luce 
possa quel didascalico vantaggio più copiosamente 
proccurarci. £ quindi perchè le parti di tale opera, 
e’I nesso loro venissero a pubblica contezza, abbia- 

’ 1/ ho ora denominata dM Invtnzioat gtomttriea , imitando Cicero- 
ne, che dine: Inxtnziont nOorica i precetti deli'arte oratoria. 
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mo sliioato doverle quaggiù fedelmente, e con chia- 
rezza abbozzare . 

a. Quest’ opera è divisa In dite parti principali : 
r una elementare da doversi apprendere dai giova- 
netti , da poi che avran fatto i corsi delle Matema- 
tiche pure j r altra di quella più sublime , ed a più 
saggi conveniente. 

3. E perchè in ogni problema tre cose principal- 
mente distinguonsi , cioè i Dati, i Quesiti, e VAr-^ 
te onde da quelli questi si rilevano , è sembrato al- 
r autore tornar molto a proposito il prender queste 
cose per gli obbietti de’ tre libri della parte I. del- 

opera proposta , dividendone ciascuno di essi in 
più capi . 

4>Una grandezza continua si dice esser da/a , se 
la sapremo esibire, per la sua genesi, o nel valore . 
Dunque i dati de’ problemi sulle quantità continue 
non deggion essere , che geometrici, o aritmetici , 
£ questa suprema distinzione dei dati , che pare! 
esser nuova, è la base dell’ opera indicata . Ella di- 
stingue le soluzioni geometriche de’ problemi dalle 
aritmetiche , analitiche , o trigonometriche J e ’I 
convertire 1’ un di quei due dati nell’ altro , è ciò 
che implicitamente in una gran parte degli ardui 
problemi si richiede . In fatti , per dar di ciò un 
qualche esempio , la moliisezione angolare l’ è un 
problema , in cui dal valore di una data parte di 
un angolo, e dal rapporto di questa a quello si cer- 
ca r esibizione geometrica di tal parte . Così pure 
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BÌuna cosa è sì agevole , quanto descrivere un cer> 
chio, un’ ellisse, un’ iperbole , o qualche altra cur- 
va, siasi questa algebrica, o trascendente j ma 1’ è 
poi difBcil cosa rinvenir le loro aje , i perimetri, le 
superficie dei solidi nati con certe rivoluzioni ec . , 
cioè il convertire i dati geometrici di queste gran- 
dezze negli aritmetici , che loro corrispondono. 

5. Or il saggio Euclide disse i dati geometrici es- 
sere di quattro generi , di grandezza , di ragioney 
di specie , e di sito. Ed essi potrebbonsi comoda- 
mente ridurre a due sole classi , 1’ una che conten- 
ga i dati di rapporto , 1’ altra di sito . E nel pro- 
gresso dell’ opera s’ intenderà di leggieri , che quei 
problemi geometrici , i quali racchiudono i primi 
tre generi di dati , restino agevolmente risoluti con 
r analisi algebrica , che vi s’ innesta ^ laddove in 
quei di sito il pià delle volte riesca malagevole un 
tal lavoro . InUnto l’autore ha distintamente in tre 
diversi capi favellato de’ primi tre generi di dati , 
restringendo quanto su di ciò erasi scritto dal geo- 
metra greco , ed altre verità nuove aggiugnendo. 

6. Le rette, gli angoli, ed i triangoli sono i piu 
semplici obbietti, su i quali sonosi praticate alcune 
euristiche ricerche , per ordinarle ad altre più com- 
poste.Nel ir, e nel IV“ capo contengonsi queste ri- 
cerche , e nel 111° espongonsi i dati di ragione, ove 
tra le altre cose vengon rapportate le trasformazio^ ' 
ni euristiche di due ragioni uguali, la composizio~ 
ne di due, o più ragioni uguali, o ineguali , e cer- 
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te nuove , ed utili evoluzioni di più analogie Le 
quali cose debbono essere distinte , e familiari ia 
colui , cbe voglia ordire con eleganza una geome> 
trica dimostrazione ad un teorema , o distenda 
Tanalisi geometrie» di un problema. 

7.1 dati di sito meritavano di essere più attenta- 
mente dai geometri contemplati 5 poiché di essi o- 
scuro n’è il concetto, ne son ristrette le teoriche, ed 
è poi difficile il poterli all’analisi algebrica innestare. 
Or queste cose veggonsi chiarite, distese ed agevola- 
te nel cap.V", e quivi pur son gittate le fondamen- 
ta della moderna Geo/ne/n'a ana^ù/ca, della descrit- 
tiva , e di quel ramo di Geometria Cartesiana, che 
ha per oggetto! caratteri, e le classi delle curve ^ . 

* I.' autore credè necessarie queste cose nel presente suo .trattalo fino 
al 1807 , che , come si è detto ricompilavalo 1’ ultima volta ; poiché 
esse mancavano negli Elementi Euclidei, da' quali deve cominciare l' i- 
stiluzionuili colui, cbe nella difficile arte dell' inventar geometrico vuo- 
le intrudiirsi ; e per (al ragione mi astenni dall' inserirle nella prima e- 
diiionedeir Euclide pubblicata nel 1810 . Ma poiché mi avvidi, chela 
stampa del presente trattato rendevasi dubbiissima , le recai , dando 
ad esse conveniente forma elemen(are,ooUa seconda edizione del 1811. 
Con tutto ciò ho credute doverle ancora qui ritenere , si per non alte* 
rare I' ordine dello proposizioni stabilite dall' autore in questo suo libro 
it Dati , e per non mutilarlo io cose , che a lui con più dritte apparte- 
novansi ; e si ancora per renderlo non solo atto ad apprendersi de chi 
avesse studiato l' Euclide da me esposto, ma eziandio un qualunque al- 
tro. L' importanza di queste cose le saprò valutare cbiunque non difetti 
nella buona , e regolare istituzione geometrica , e che non ne giudichi 
con quella leggerezza , che ora sogliono usare taluni pedantucci di 
scuola , diventati a’ di d' oggi lo scorno , e la rovina della buona istitu- 
aiune geometrica . 

V Per questi due rami di scienza geometrica , reggasi ciò che si ò 
detto in fine della precedente prefazione, e la nostra Ctomttria di filo. 
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8. Una grandezza geometrica le anche data, se ne 
sapremo il valore ^ ol’ analitica sua espressione(4)^. 
Dunque l’ è un’ utile ricerea il poter quella esibi- 
re dal suo valore . E queste indagini sono seien-> 
tificamente nell’ ultimo capo rapportate . Ma esse 
potrebbonsi ridurre al seguente generalissimo pro- 
blema : Datxx il valore tdgehrico di una retta^ siasi 
questo esplicito , o implicito , esibire quella gran- 
dezza geometricamente , o per mezzo di una di- 
stinta costruzwne y 0 col molo continuo di un i- 
strumento. 

9. llt trattato de’ Quesiti di tali problemi , eh' è 
interamente nnovo e nel secondo libro si contie- 
ne , discende da questo semplicissimo principio , 
che : La soluzione di ogni problema geometrico 
riducesi a rinvenire un punto soddisfacente a cer- 
te condizioni ivi proposte. Dì qui un ampio campo 
di speculare si apre ai geometri. Basta indicar loro, 
esser grandezze ignote , e quelle rette , che da tal 
pu nlo conduconsi a punti dati , e quelle , che con 
dato silo distendonsi da esso su linee date , o che 
queste sien rette , o pur sten curve. Le parli di ta- 
li rette , che frammezzano linee date sou pure il 
più delle volte grandezze ignote. Generalmente sa- 
rau tali le potenze di coleste ignote, i loro rappor- 
ti, cd ogni grandezza, che derivisi da ciascuna di 
esse per una- via geometrica, o per un altra trascen- 
dente. 11 nostro autore nel sistemar queste ricerdi«r 
ha dovuto impegnarsi a tisolvajcc un altro problc- 
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ma generale , che è inverso dell’ anzidello (7) t 
cioè : Se una grandezza ignota di un problema 
géometrico si dinoti per la x ,• quale dovrà essere t 
espressione di un' altra , che siale connessa con un 
rapporto algebrico, o trascendente, o che con quel» 
la , o con altre serbi dato sito ? 

IO. Ma oltre a queste ignote socie, che si presen-^^ 
Uno all’ analista , quando ei imprende a risolvere 
un geometrico problema , ve ne ha altre , che n’ e- 
mergono dopo averlo risoluto, e nel comporlo. Es- 
se sono quei determinanti de’ diversi casi di un tal 
problema . Imperciocché nelle soluzioni analitiche 
delle geometriche quistioni incontrasi mai sempre 
una mirabil cosa, ed è, che : Se un geometrico pro- 
blema abbia più. casi similmente condizionati, Ve- 
quazione , che per uno di essi rinviensi , è sempre 
identica a quella, che per ciascun degli altrisi rin- 
verrebbe j laddove le radici reali di detta equazione 
ne offrono i determinanti di quei diversi casi Or 
se ciascuna delle prime ignote 1’ è una funzione di 
ciascun’ altra , sarà ciò anche vero per le seconde ? 

1 1 .Le condizioni apposte ad un problema vi for- 
mano benanche il nesso delle sue ignote . Quindi 
è , che in tal congiuntura doveansi le seguenti cose 
chiaramente dinotare , cioè , qualsia la natura di 
tali condizioni , e quali debhansi dice di un identù- 

Una tal verità verrà in appresso ampiamente dilucidala ; e se se 
potrà anche vedere un' analitica diinustrazione diretta io Tiac del voi. I. 
del nostro Certa di analisi algebrica^ 
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co scopo j come ciascuna di esse sinteticamente in 
altre si trasformi j come possan le dette condizio- 
ni tradursi in equazioni^ quante di loro si richieg- 
gono in un problema , perche sia determinato j e 
finalmente come un problema geometrico si possa 
scindere in due indeterminati , che gli equivalga- 
no f on<£ ei per le locali di questi ne resti risoluto 
giustamente , c con eleganza. 

13. Queste ricerche sono recate nel capitolo IIP. 
Nel 1V° de’ luoghi geometrici sinteticamente rap- 
portati si ragiona ".Su tal proposito si discetta su 
i Porismi Euclidei , che dell’ analisi geometrica la 
più energica parte conteneano ** . £ per intender 

' ' L' autore, dopo aver data uo‘ esatta nozione di tali luoghi , e del- 
la prima triplice distinzione, che gli antichi ne fecero, riguardando alla 
qualità loro , in efetlici, ana$trofiei , i dteiiodici , ed all' altra concer- 
nente il grado, in piani, «ofùfi , a lineari , ai limita per questa ad alcu- 
pi principali esempj di luoghi alle linee , d' onde non solamente ne ve- 
nisse rischiarata la loro natura , e la maniera propria di considerarli . 
ina ancora per I’ uso , che io appresso doveva farsene ; rimettendo per 
una più estesa scienza de’ medesimi , in riguardo i’ luoghi piani , al- 
le restituzioni di essi faUe dal Fermat , e singolarmente da Roberto 
Simson de' due libri perduti di Apollonio , e noi vi aggiugniamo an- 
cora r eccellente esposizione , che dietro questo geometra ne fece il 
Lhuilier , nel suo trattato do t analyee geomittigue , et dot analgio al- 
gibriguo , e pe' luoghi Bolidi all'elaboratissima restituzione del Vivia- 
ni de' cinque libri di Aristeo Seniore composti su' medesimi . E per 
riguardo alla prima delle suddette distinzioni , ed all' uso di quelli alla 
superfìcie , nella soluzione de' problemi , si potrà riscontrare la nostra 
Geometria di sito, nella prefazione , e ne' capitoli di essa ove trattasi 
di superfìcie curve, d’ pitersezioui loro, di linee sulle medesime segna- 
le , e di problemi costruiti per mezzo de' luoghi allo medesime . 

' * Per tale argomento , che non è stato rinvenuto ne' MSS. del Fer- 
gola, si potrà leggere la prima delle dissertazioni nel vol.I. degli Opu- 
«cofi matemalid. 
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alcune soluzioni praticate dagli antichi, Fautore ne 
adduce in nuova maniera la genesi della concoide , 
e della cissoide , che son curve geometriche ^ e vi 
aggiugne ancor quelle delle trocoidi , della spirale 
ilrchimedea , e della quadralrice , che sono curve 
trascendenti , e dalia combinazione del moto retti- 
lineo , e dell’ angolare si producono . 

i3. Non vi è cosa , che sì decori la ragione del- 
r nomo , quanto il saper egli da grandezze note le 
ignote rilevare . £ quindi ninna scienza può mai 
alle Matematiche pareggiarsi , come quelle, che ol- 
tre al proporci un immenso numero di verità tutte 
fregiate di chiarezza, e nel massimo grado, han pu- 
re metodi agevoli , e sicuri d’ inventare . Or i pri- 
mi stami de’ metodi euristici emersero dalla scuo- 
la Italica , e forse per opera di Aristeo seniore : e 
r analisi geometrica , che li contiene, potrà definir- 
si giusta Pappo alessandrino : Est methodus qua a 
quaesiio quasi iam concesso , per ea quae deinde 
consequuntur , ad eonclusionem aliquam , adus o- 
pe compositio fiat , perducamur . Dunque in co- 
lest’ analisi adunansi tre parti principali , cioè la 
supposizione del fatto; il filo delle conseguenze de- 
dotte da essa'^ e la riduzion del problema. Le qua- 
li cose forman gli obbietti de’lre primi capi di que- 
sto terzo libro. 

i4* In un geometrico problema la supposizione 
del fatto consiste, nel concepir di già ritrovata quel 

A ciò è supplito , con una giunta al presente capitolo. . 
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punto, al cui rinvenimento il problema si riduce , 
e nel poi ragguagliarne con un processo di sintesi , 
o con l’analisi algebrica i determinanti di esso puu> 
to , a fin di poterli effettivamente rinvenire. Or co- 
testa supposizione del fatto n’ è anche un princi- 
pio regolatore di tutti gli altri metodi euristici, cbe 
siensi proposti nell’ analisi de’ finiti , in quella de- 
gl’ infiniti , ed in ogni qualunque matematica inve- 
stigazione . 

i5. La serie delle conseguenze , che da tutte le 
condizioni del problema, e dalla natura del soggetto 
vi si van derivando fil filo , e colla luce della Geo- 

Non t' ha al certo prìoclpio 4i ricerca più vera , e più aicaro, ch« 
di aupporla otteouta ; e da ciù , con la guida de' priodpj , cbe oe aom- 
ministra la Kienza, dedurre accoociamente conseguenze , nel filo delle 
quali incontrandone una giù riconosciuta , questa non aoloneindicM 
la poBsibilild , o la verìti dell' inchiesta ; ma ancora il mezzo di otte- 
nerla , o dimostrarla . 

Un tal procedimento è diretto nella sintssi , chiamando ancor noi co- 
si il metodo d* invenUre degli antichi ; nella quale perù caso ahbiao- 
gna di un grandissimo treno di conoscenze ; ed indiretto usando il me- 
todo Cartesiano , o altro algebrico , che ne derivi , cominciando ad 
aver Iik^ ordinariamente dall' equazione al problema, ck>^ quando già 
tutta r arte dei geometra si è ridotta ad un puro uso di regoie generali, 
che bisogna perù beo conoscere , ed adoperare convenevolmftote. 

Unico è dunque il principio di ricerca pel matematico , qualunque sia 
il metodo , che vi adopri ; ma questo principio sempliciMimo ha biso- 
gno , per divenir (aooodo d* invenzioni, di molta arte, di grande perspi- 
cacia , e di grandissimo esercizio : e queste circostanze essenziali co- 
atituiscooo la scienza , e 1 valore del matematico , che Ioadopra , Un 
tal valevolissimo principio d* invenzione è ben diverso da quella sup- 
posizione del contrario alla cosa , che si enuncia , come praticasi nelle 
dimostrazioni indirette ; nè tampoco si accorda con V ordinaria regola 
del falso , nelli quale eziandio arbitraria è la supposizione del quesito, 
e il procedimento io essa è di tuli' altra specie del soprinchcato . 
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metria , costituiscono la seconda operazione dell’a- 
nalisi geometrica.Cotesta serie di conseguenze vuol 
continuarsi con eleganza , e semplicità , insin che 
non appaja una fra loro , che sia fattibile , cioè a- 
liquid iam cognitum , locoque principii habitum , 
come Pappo lo spiega in continuazione del luogo 
precedentemente recato . E se piaccia risolvere il 
problema con 1’ analisi algebrica , basterà tradurlo 
in equazione , e poi risolver questa , e costruire 
Ma qual si è mai quella fattibile conseguenza , che 
il corso dell’ analisi geometrica ne arresta ? Ella è 
un problema di già risoluto in Geometria j o che 
ben si vede dipendere da problemi elementari . Ed 
è poi mirabil cosa , ed insiem gioconda l’ intendere 
in quest’ opera, che : tutt’ i problemi di primo gra- 
do si riducono a ritrovar due rette , le quali abbia- 
no una data sommOf ouna data differenza, e che 
sien proporzionali a due rette date . Che i proble- 
mi di secondo grado si riduconpure a rinvenir due 
rette , che abbiano una data somma , o una data 
differenza ; ma che sien reciproche a due rette da- 
te. E che finalmente i problemi solidi, cioè, di ter- 
zo, e di quarto grado si rimetton tutti a trisegare un 
angolo , o a ritrovare due medie proporzionali tra 
due rette date . Intanto 1’ autore riduce tutti questi 

EssenzialUsima condizione , perchè un protlema geometrico «i« 
convenerolmenle risolutoti è la costruzione ; onJ é che tutti gli anti- 
chi . e i modenii geometri definirono il problema esser ciò , in quo ah~ 
juid faeiendum . et eontlntendum pnponitur ; ed essi da questa distin- 
aero la natura de problemi , e li classificarono. 
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problemi, e plani, c solidi, che sieno ad : inclina^ 
re tra due luoghi piani una reità data , che passi 
per un punto dato . E quindi dalla diversità di 
questo adattamento , e de’ due luoghi si potrebber 
tutt’ i problemi geometrici classificar nel grado. 

i6. Per compimento di queste teoriche doveasi 
ragionare della composizione de’ problemi georae-» 
trici , cioè del modo di attigner le loro costruzio- 
ni , e chiare dimostrazioni daU'analisi geometrica di 
essi, che Pappo cosi dichiara : E contrario auleni 
in compositione, cognituin ilhul , in resulutionc ul- 
timo loco acquisiluni , ut iuni factum praemittcn- 
ies j et qune ibi consequenlia erant , hic ut anlece- 
dentia naturali ordine disponentcs , atque inter se 
conferentes , tandem ad conslruclionem quaesili 
pervenimus . E siffatto andamento viene dopo i 
già detti sviluppato in questo libro IIP. Intanto , 
se la soluzione di un problema geometrico n’ è gui- 
data a fine con 1’ analisi algebrica , se ne loi merà 
r analitica dimostrazione , dopo averlo geometrica- 
mente costruito, sol che si ricalchino con retrogra- 
do passo i tratti algebrici della soluzione. E non sa- 
rà poi ardua impresa il convertir questa in geome- 
trica : imperciocché le analitiche espressioni si san 
facilmente tradurre in geometriche grandezze (7) , 
e le equazioni di quelli in altrettante analogie . Ed 

'* Questa uniforme riiluzioae da' problemi , non vedrai nelle opere 
degli antichi , i quali forse altra nc conobbero , come II nostro probe* 
fore Scorzi addita , Delia sua Didnazione Jtlt Analisi getmtlrìca dsm 
ali anlichi , 

d 
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è pur noto ai geometri , che l’ essenza di una sin* 
letica dimostrazione principalmente consista in un 
chiaro processo di geometriche ragioni su geome- 
triche grandezze eseguito. Ma le dimostrazioni sin- 
tetiche lavorate a questo torno , come il prescrisse 
il sagace Schooten sono per la più parte immen- 
samente gravose , ond’ è , che un metodo nuovo 
proponesi dall’autore ad evitar tali sconci, e vi si re- 
cano varj avvertimenti, uno de’quali vogliamo qui 
appresso rapportare. 

1 7. La Geometria è nn cammino di luce ; pur 
non è di bene profonderla in modo , che abbacini 
la nostra intelligenza, cioè a dire non si deggion ren- 
dere si minute, osi lunghe le geometriche dimostra- 
zioni , onde sia malagevole ritenerne le parti loro , 
e ’l nesso . Nè convien contentarsi di quell’ equa* 
zione finale di un problema , la quale veggasi trop- 
po complessa , ed inviluppata , sicché non sia co- 
struihiU affatto, o con duro stento , come si è pec- 
cato da qualche sommo analista . Imperciocché il 
problema , eh’ è una proposizione, quae in propo- 
siti proponitur consiructionem , si dirà risoluto con 
eleganza, se potrà facilmente costruirsi ^ nè si dirà 
mica risoluto , s’ ei non sia costruibile 

’’ Vedi il tuo trtUtlo de eonetimaedM d$mo*$lratioHibu$ gtom$- 
trieù ex calculo algebrieo , in fine della GtonMria del Cartesio , da 
Juì pubblicata ie latioo . 

'* Caatiilon spiega questa qualili insita alla natura de' problemi 
geometrici col seguente canone ; In probltmatù , praid/nnu locnt t$l 
eoHitTuclionii ; eonstrutlio juaerìlur , s( acltt tt( piraginda . Ed in 
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i8. Questo libro III”, come l’ è anche del II’ ve- 
desi di varj problemi intarsiato , per chiarir leggia- 
dramente le teoriche espostevi . Ma io un’ appendi- 
ce ad esso, ed in più capi propongonsi alcune serie 
di problemi piani, principalmente ordinate per gli 
argomenti del luogo risoluto, e per eleganti vie del- 
la sintesi , o dell’ analisi algebrica disnodati. E da 
ciò s’ ingegna 1’ autore di poterne l’orditura di quel 
luogo divinare . Quindi' è, che vi si osservan ri- 
soluti i principali problemi de determinata sectio- 
ne , i due essenziali de sectione rationis , et de se- 
clione spatii, i più famosi de inclinationibus j e poi 
tutti quei , che diceansi de tactionibus . Ma que- 
sti ultimi problemi , che impegnaron la geometria 
del sagacissimo Yiela,e gli analitici artifìcj del gran 
Newton , si fan discendere da uua nuova proprie- 
tà del triangolo, che altri non vide ^ ciascuno di 
essi con lieve calcolo , o con agevoli geometrici ten - 
tativi distintamente dagli altri può risolversi j e tut- 
ti poi si riducono al seguente facilissimo problema : 

vero il quesito di un problema dee essere analogo al dato , e corri- 
apondenle ad esso ; or se il dato è geometrico , una coslruaione ri- 
chiedesi pel quesito . e non già un valore , come erroneamente tro- 
vasi detloda taluni. 

'* Quest' argomento si vedrà pià dilTusamente espoeto nel voi. I. 
degli Opuscoli matematici. 

*° IV quali verrà ora estesamente trattato , insieme ad altri atiìoi . 
nel voi. Ili degli Opuscoli poe'anxi detti . 

” Una tal proprietà del triangolo vedesi ora anche coovencvolmen- 
te ratesa ; e per I' uso , che può farsene in risolvere altri problemi 
prHrà vedersene un esempio uella nota alla Jiigpnometria , pe' pre» 
bicffli del Regiomoulauo. 
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tìnto dì posizione un punto fuori di una retta ter- 
minata da una sola parte \ inclinare da quello su 
questa una retta , la quale stia al segmento , che 
ne tronca, in una ragion data. 

ig.La parie H“. di quest’ opera èanche divisa in 
tre libri , e ciascun di essi in più capi .Nel libro l® 
ragionasi abbondevolmente de’ problemi solidi , e 
de’ modi di scioglierli con eleganza’® . Nel 11“ si 
propongono alcuni metodi nuovi per poter risolve- 
re elegantemente i problemi di sito , e posizione , 
sicn questi ^piani , solidi , ipersolidi , o anche tra- 
scendenti . E finalmente il libro IIP ha per ob- 
bietto i massimi , ed i minimi nelle quistioni geo- 
iiietriche, e geometricamente rilevati ’b 

ao.TJnppoicliù i problemi solidi si riducon tut- 
ti alla trisezione angolare , o a rinvenir due medie 
proporzionali tra fine rette date, èsembrato all'au- 
tore esser cosa conveniente il risolver con accura- 
tezza , ctl in diverse guise que’ due problemi , ora 
prendendo le tracce delle scuole greche, ed ora quel- 

" Chiiiitcrcmo nn lai libro con un rapiloln ile’ prnbUmi /oliiU ; iprr- 
tctidi , t Iratcoidenl i , che riio/rofui alla maniera de' proMemi piani . 
che trovasi Ira' MSS. del pergola con la data del 1808 , e md qual* 
coDtengonsi più problemi di lai natura , nel suddetto modo elegante- 
mente risoluti . 

’* Come che questo argomento Irnvavasi già trattato nella (ìeome- 
Iria di >i(o , c fhe d'altronde il medesimo ne' MSS. del Pergola è as- 
sai mancante . e disordinato ci siamo però astenuti di qui riportarlo. 

** L autore s' ingegna divinare I' analisi geometrica, ebe ne guidava 
gli aidklii in l.'tde r ccribe da essi trattale io questo argomento . cor- 
redaiidoae i ptiacipj geometrici con un' estesa applicacione a' problemi. 
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le de’ geometri moderni . In tal rincontro egli ha os- 
servato , che da’ principj euristici , onde si condus- 
se r illustre Newton nel risolvere il primo de’ pro- 
blemi anzidetti sia sorto il metodo per la moltipli- 
cazione angolare, da cui posson germinare le formo- 
le , che per tali espressioni rinvenne il Vieta , e do- 
po lui Ugtredo , Wallis , Giovanni , e Giacomo , 
Bernoulli, Ermanno, Lagny, il marchese del’Ho- 
pital, ed altri geometri posteriori . Ma quel princi- 
pio Newtoniano era stato marcato dal grande Ar- 
chimede, e queste formule potrebbero agevolmen- 
te sgorgare dal famoso teorema Tolemaico ^ imper- 
ciocché il nostro autore ne ritrae per immediata con- 
srguenza di tal teorema esser 

-f 6) = un.^cot.6 -f ten.icot.^ 

e da questa verità con lieve calcolo si possono quel- 
le formule derivare 

a I . Intanto l’equazione per la trisezione angola- 
re è sempre cubica del caso irreduttibile , ed inca- 
pace di depressione. Imperciocché s’ella potesse de- 
primersi al secondo grado , vi sarebber due radici 
reali in detta equazione, mentre nel problema, d'on- 
de questa si ritrae , vi sono tre diversi casi, che co* 
nosconsi intuitivamente. £ sarebbe più assurda co- 
sa , e contraria alla natura delle analitiche soluzio- 
ni , il creder , che due di questi casi tipossan de- 

Pelli} tteiM principio geometrico ci sitino prevaiati per dimoetri* 
re a;i Ut teuicma nella Irtjonomtlrifi. 
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terminare dalle radici della risultante quadratica e- 
quazione , e 1* altro poi da quel fattore straniera . 
Dunque il problema della trisezione angolare > co- 
me vien dimostrato dall’ autore con queste , ed al- 
tre più energiche ragioni , non può generalmente ri- 
solversi circino et regala ; sebbene vi sieno infiniti 
archi di cerchio particolari trisecabili colla Geome- 
tria elementare . Or l’ espressione di questi con- 

tiensi nella fonnola ~ , ove la f dinoti una par- 
te dell’ arco quadrantale , la quale si possa con ar- 
tifici elementari esibire. 

aa. Per occasione di un tal problema espongon- 
si alcune ciclomeiriche proposizioni , cioè : segare 
un arco dato in una ragione data — dividere un 
semicerchio in una data ragione , per una retta , 
che passi per un dato punto del diametro’^ ec. Ed è 
anche riescito all’ autore il divinare la vera dimo- 
strazione diretta del teorema ciclometrìco dell’inge- 
gnoso Cotes , la quale si fa dipendere in facil modo 
dai soli Elementi di Geometria , e dalle algebriche 
equazioni : e da’principj- dimostrativi usati dal me- 
desimo autore molte verità nell’ analisi sublime si 
raccolgono . In tal rincontro furono notati i nei di 
quelle dimostrazioni , che a questo teorema sepper- 


** Si potrà ancboa quatto propolito ritcootrare uoa.diiterlaziooe 
da me preseoUta aJla R. A. delle scienze di Napoli , fio dal 1808 , io 
occaiione di varie triaeziooi di angolo ad essa inviale per esame , dal 
mieiitero deU' Interno ; la qual» fa poi inserita io fine delle note ad 
alcune più antiche edizioni della Trigonomeiha , 
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iri supplire tanti preclarissimi geometri , cioè Pem- 
berton , Abramo di Moivre , Ermanno , Giovanni 
Bernoulli , Warmesley , Tommaso Sìmson , ec. 

a3. La composizione geometrica di nn problema 
solido tirasi per elegante dal Cartesio , s’ ella sì e- 
segua col combinare insieme nna data parabola , ed 
un cerchio^ laddove il Newton è di parere, che per 
elegantemente risolvere un problema solido vi si deb- 
ba combinare al circolo un’ellisse, come quella, che 
fra le tre curve coniche è la più facile ad essere de- 
scritta organicamente . E con ciò ei vuol preferire 
nna manuale , e comoda operazione alle pure geo- 
metriche speculazioni , come il sommo Archimede, 
secondo eh’ ei dice, si avvisò fare. Or parrebbe ar- 
dimento il dir parola in questi dispareri tra i due 
sommi geometri il Cartesio , e ’l Newton; pur non- 
dimeno r autore ha volato aggiugnere qualche ra- 
gione a prò del primo , per torre cotesto equilibrio 
di assensi dalla mente de’ giovanetti 

Aveado io uguìlo l' autore congeguate questa rieerelte , ad altre 
affini io f là Memorie , che veggooai nel voi. 1. dagli Atti della noatra 
B.A. delie acienze , non si è alimato doverle più qui riportare , aertwn- 
doci a riprodarle nel voi. VII degli OptueoU matematiei. 

a* Dopo dato fuori il prospetto della preiente opera , vedendo lo dif> 
fioolU, che v' erano per la puM)licaziooe di essa, si cercò in altro modo, 
che oe fossero almeno estratti alcuni degli argomenti più importanti , a 
da ciò ebbero origine le cose consegnate all' Accademia, per JITsmons , 
di coi è detto nella nota precedente , e le altre , che nelle seguenti note 
verrso dinotate. Da ciò anche gli OpueeoU dal IK aU’XI, co' quali ter* 
minavasi il vol.I. di quella raccolta , che altra volta comiociosai a pub* 
blkare, ne' quali trattavanai i problemi de inelinattonibue uotveraalizra* 
ti i e r ultimo di essi terminasi precisamente con la diicusaiooe qui ia> 


Digitized by Google 



XXXII 


prospetto 


il\. Ogni equazione può convenevolmente scom- 
porsi in due indeterminate equazioni , sicché com- 
binando le locali di queste si possano le radici rea- 
li di quelle geometricamente esibire. In ciò dunque 
tralucono gli argomenti di due ampj trattati , che 
r autore espone in questo libro : 1’ uno su i luoghi 
geometrici , 1' altro della loro combinazione per ri- 
solvere i problemi solidi con eleganza. Il primo di 
silTatti argomenti vien recato in una maniera assai 
più chiara , ed accurata , che noi fecero gl' insigni 
geometri Craig , e Gio.Witt , co’ loro metodi com- 
piuti , ed ingegnosi . Che anzi per colmo di faciltà, 
e di chiarezza vi si veggon proposte due tavole, Ta- 
na con le indeterminate quadratiche equazioni , e 
T altra con le geometriche loro costruzioni; affinchè 
i giovanetti con risparmio di analitiche operazioni , 
e di queir incertezza , che talor gli affanna , pos- 
sano le dette locali costruire , e combinarne due di 
esse a piacimento. La teorica delle combinazioni di 
due curve , eh’ è il secondo de’ due proposti argo- 
menti, è anche rapportata con quella luce, che i mo- 
derni analisti han saputo profondervi sagacemente’®. 

nS.Quì appresso propongonsi alquanti problemi 
solidi , ipersolidi , e trascendenti , alcuni de’ qna- 

dìcaU , dell* quale fu poi ancor ridetto nel franato analitico di' Luoghi 
gfometrici di iteond' ordine put>blicato nel 1818 ( V.dal §. t2i- al 126J 
*• Come è ttalo indicato nella nota precedente, fu questo argomento 
pubblicato aeparatamcnle nel 1818 , col litolodi Trattato analitico de 
luoghi geometrici , in seguito del trattato analitico dille Setioni coni. 
che , già dato fuori nel 1811 . 
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li vengon risoluti alla maniera de’ problemi piani , 
ed altri col descriver solo una certa curva . Così, se 
propongasi : di tirare da un dato punto fuori di un 
cerchio, o di una qualunque curva algebrica, o tra- 
scendente due rette a queste curve , le quali con- 
tengano un angolo dato, e sten proporzionali , o 
reciproche a due rette date , il problema potrà ri- 
solversi con principi degli Elementi piani ^®.E tanti 
altri problemi di questo più speciosi ,e più malage- 
voli saranno con pari faciità risoluti. In tal congiun- 
tura vien recata una nuova soluzione del problema 
delle anomalie, e molto alla pratica conveniente^'. 
E riesce anche agevole il saper : adattare tra due 
rette date , ed una qualunque curva un triangolo 
dato di specie, e di grandezza, sicché gli angoli di 
questa figura cadano suquelle linee rispettivamente. 

aG.Nel secondo libro della parte II vengono pro- 
posti in più capi i nuovi principi di conversione, di 
trasferimento, e di fissazione , onde n’ è dato po- 
ter assolutamente risolvere , e con geometrico ni- 
tore un’ infinità di problemi di sito , e posizione 

Questo problema vedesi risolato elegantemente nella propos iziona 
10 dell’ opuscolo IX, della BaeeoUa di essi pubUicala nel 1810, di cui ò 
stato già detto nella nota 28. E gli altri problemi de' quali poco dopo 
accennasi (armano ancof oggetto di un tale opuscolo , e de' due se- 
guenti . Questi opuscoli verranno riprodotti , nel Tol. V. della nuora 
raccolta promessane nel Mnit/’esto pubblicato. 

*' Vedasi la prop. 21 nell’ opuscolo X de' sopra citali. 

** Si tenga presente la nota 23. E si potrà anche sul proposito riscon- 
trare il Tol. I degli Alti della B. /l. di Scieeut . e belle lettere di Napoli, 
pubblicalo nel 1788. 
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che per niun allra via , siasi ella algebrica , o geo- 
metrica avrebbersi potuto isnodare. Sa di che vuol 
sapersi , che tanto è 1’ adattare in un certo modo u- 
na figura data di specie , e di grandezza tra più li- 
nee date di sito , quanto il circonscriver questa a 
quella , che nel detto modo , e col proprio loro si- 
to si giacessero. Or, chi il crederla , cotesto adatta- 
mento di linee a quella grandezza non è che un pro- 
blema delle inclinazioni j onde avvedutamente pre- 
mettonsi dall’autore tre porismi di tal genere , ed a 
ciascuno di essi moltissimi problemi di sito si rap- 
portano. In questo capo vengon prescritte le regole 
dell’ indicato metodo, nel caso, che la grandezza da 
doversi tra queste linee adattare sia data di specie , 
e di grandezza , o di specie solamente. 

ay . Il dato sito di punti , e linee può cangiarsi in 
un altro , che sia dato altresì , e che riesca comodo 
alla soluzione del problema . In ciò risiede il prin- 
cipio deir indicato trasferimento . Per mezzo di 
esso risolvonsi assai facilmente alcuni problemi di 
sito , come vien proposto daU’antore . Colla sua lu- 
ce dimostransi con indicibile agevolezza molti teo- 
remi di Apollonio su i luoghi piani . £ finalmente 
ogni figura può convertirsi in un’ altra , che le sia 
simile , ed in tante altre , che allo stesso genere di 
essa appartengansi. 

aS.Per occasion del terzo principio , cheabbiam 
chiamato di fissazione , si ragiona su i porismi del- 
le greche scuole , e sulla Geometria analitica a due 
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coordinate , di eul tanto i moderni sr fan pregio . 
Con questo metodo potrebbonsi creare de’ porismi 
geometrici , lo che non si è da’ proprj autori osser- 
vato : e da ciò potrebbonsi vantaggiar le ricerche 
su di essi fatte da’ due preclarissimi geometri Pietro 
Fermat, e Roberto Sirnsoa 

39.SÌ è veduto, efaa la Geometria all’Analisi pre- 
valga, quando si tratti risolvere i problemi di sito, e 
posizione . Dunque ragionevolmente nell’ ultimo 
capo del libro II. dovevasi trattar del confronto di 
que’ due metodi euristici , e delle rispettive loro e- 
nergie. La Geometria forma in noi lo spirito-dimo- 
stratore , e ci rende benanche alti ad inventare . E 
pure , chi il crederebbe 1 noa mancan degli anali- 
sti , i quali ardiscono di stranamente spregiarla , 
facendo eco alle voci del marchese di Coiidonxjt , 
che dicea della sintesi esserne scabro il sentiero , 
malagevoli i passi , e ristretti i risullamenti . A co- 
storo ricordasi dall’ autore , che dalia Geometrìa^ , 
come da fecondissima terra sien germinali il calco- 
lo differenziale , e T integrak , il metodo de mas- > 
sipii , e minimi , quello degl’ isoperimetri, e tante 
altre analitiche indagazionl . Che la Geometria può 
esibirci le radici reali delle algebriche equazioni su- 
peciorl al quarto grado , e quelle delle trascenden- 
ti eziandio ^ lò ove- 1 ’ Analisi non vale ad esprimec 

Ciò T*rtida>iwi eicguita nella p/imr dtirulanonc , dU) iuoiif»- 
no nel voi, 1. degli OpueolL^ 
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quelle, e queste in alcun modo . Di più 1’ integra-- 
zione de fratti razionali , eh’ è la parte più com- 
piuta di questo metodo sommatorio , riconosce dal- 
la Geometria i suoi principi , e ’l progresso. £ tan- 
te espressioni non integrabili assolutamente , o per 
la quadratura del cerchio , e dell’ iperbole , si ri- 
metton sovente ad archi delle curve coniche , o di 
grado ad esse superiori . Alla Geometria in certe 
inesplicabili analitiche ricerche il più delle volte 
siam costretti a richiamare^'^.E finalmente neU'ana- 
lisi algebrica , di che acerbamente dolgonsi i geo- 
metri , il calcolo de’ siti manca tuttavia , ec. On- 
de da queste cose potrà concludersi non esser mica 
un’inutile impresa , o puerile il coltivar la Geome- 
tria decentemente 

3o.Le speculazioni su i Massimi, e Minimi , 
che hanno formala dell’ età vetusta , e tra’ moder- 
ni le delizie di un saggio geometrizzare , ve^onsi 
ora mai ridotte a metodi analitici assai chiari , at- 

** A tutto n fin qui geoeralmento detto . ed allo concoidi autoriU de' 
più diatinti matematici , che rdovanai cootinuamento nelle loro opere . 
aggiugneremo i continui paralleli , in cui porremo i divorai metodi , 
nel preiente trattato, nelle note ad esso ; ed ancora nelle ricerche geo- 
metriche eapoate in più volumi degli Opiueoli, che per l'invenzione 
geometrica le Matematiche ora poeaeggono. 

^ Ecco in qual modo ai ò aerapre raccomandato in nostra scuola , e 
ai raccomanda lo atudio della Geometria , di che u' è un argomento il 
presente trattato; e siamo contenti di vedere i ueatrì desider] soddi- 
alatti altrove dagli accorti matematici , che con solida dottrina , e for- 
za d ingegno coltivauo , ed amano far progredire la scienza ; c di a- 
ver presso noi coosurvala finora la regolare, e compiuta isUtuziuuc di 
esaa . 
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tivi , e generali . Ma 1’ analisi geometrica , che per 
tali ricerche impiegavasi dagli antichi ( lo che im> 
porta principalmente rilevare ) qual ne fa mai , e 
come or si potrebbe divinare? In tale impegno entra 
il nostro autore negli ultimi capi di questo libro 
con aver prima le seguenti cose delibato . 

3 1 . Egli cerca primieramente di poter chiarire 
colle geometriche nozioni gli oscuri concetti degl’in- 
finitesimi j e poi coleste sublimissime indagini in 
due classi ripone . In alcuni di siffatti problemi si 
domanda : in quali casi una certa grandezza per- 
venga nel massimo^ o nel minimo suo grado ^ ed in 
altri si cerca, di dover tra infinite curve quella rin- 
venire , che possegga nel massimo , o nel minimo 
grado una proprietà data. I primi nella prima clas- 
se potranno allogarsi , e gli altri nella seconda. Per 
risolver quelli ne basta il saper differenziare le fun- 
zioni delie variabili j e per gli altri vuoisi il meto- 
do degF isoperimetri, o il calcolo delle Variazio- 
ni impiegare. Or l’ autore, indicate le leggi di que- 
sti due metodi , s’ impegna a stabilire certi princi- 
pi geometrici, che sono facili, e nuovi j e colla lo- 
ro guida risolve non poche quistioni di massimo , 
o minimo , che alla prima classe si appartengono. 

3a. Varie altre speculazioni dell’ autore ugual- 
mente interessanti,che le già dette, potfebbonsi ad- 
durre in questo Prospetto , se la brevità di dire non 

Questo beltiisimo , ed importante lavoro del Pergola verri, reca* 
to Del voi. HI. degli OpHteoU matematici , 
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cel vietasse. Vi aggiugniamo solamente, che centi* 
naja di problemi osservansi risoluti in quest’opera, 
con nitore geometrico , o con algebrica precisione. 
Alcuni di essi sono di nuovo conio j altri furon 
proposti nelle greche scuole , o nelle opere rinven- 
gonsi de’ moderni , ed alcuni altri da’ volumi delle 
Accademie son carpiti. Una parte di questi proble- 
mi è sparsa tra le teoriche del trattato , per dar lo- 
ro convenevole chiarimento , ed altri vengon reca> 
ti alla fine , per poterne l’ uso di quelle agevolare . 
Ma queste teoriche , e que’ problemi sono anche 
fregiate di annotazioni oltremodo erudite , per far 
intendere a’ giovani il progresso delle invenzioni, e 
lo stato attuale delie nostre scienze ^^.Intanto , con 
nn sentimento del mentovato autore , terminando 
cotesto abbozzo, diciamo: se moltissimi giovani con 
pochi frammenti di quest’opera varie volte ammae-. 
strati, han conseguito lo spirito di nitidamente dimo- 
strare , e di sciorre con eleganza i problemi , qual 
vantaggio non dovrà ridondarne a coloro, che si fa- 
ranno con più saggio magistero nell’ intera opera i- ' 
struire ? 

Si abbia qui preaeoie ciò eh' è dello sella pagioa XIII della pnfa- 
steiM ; ed ora aTTerliremo aolameole , che siccome di essi lacerasi un, 
Gooliouo esercitase io nostra scuola . se q' è però veduta già pubblicali^ 
più di una raccolta ; imitaodo ancora alcuno tra noi il costume di altri* 
buirseli . 

** Ciò si vedrà ord con maggior estensione eseguito nelle nostre Nett 
in fine del Irallalo , com' è stato detto nella frtfaiioM a pag. XJl j e 
nell' avvcrlimenlo, che va iBoanzlad esse.. 
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Così chiudevamo il prospetto di questa elabora- 
ta opera del Pergola nel 1 8 og , che abbiamo cre- 
duto doverlo qui ripetere scrupolosamente , onde 
una migliore idea di sì importante lavoro di più. 
lustri , e tante volte rifatto , avessero potuto farne 
i moderni geometri . Ed oh! l’avesse 1’ autore me- 
desimo a queir epoca pubblicato per le stampe , 
come liberalmente usava diffonderlo manoscritto 
ad istruzione de’ suoi allievi j che di molte altre 
dottrine 1’ avrebbe sicuramente arricchito nell’ at- 
to della stampa : e quante di quelle cose , che or 
vi si veggono monche vi avrebbero ricevuto compi- 
mento , e perfezione. Ma poiché è vano il dolerci, 
dopo la sua grave perdita , e lo scorrer di tanti an- 
ni , di una sventura irrimediabile , bisogna ben , 
che le Matematiche si abbiano una tale opera , in 
loro aumento , nel miglior modo , che ci è riescito 
ordinarne le membra sparse peggio assai di quel- 
le di Absirto j e la gioventù studiosa di apprendere 
i metodi , che tali scienze posseggono, e che vuole 
acquistar forza , facoltà , e discernimento nell’ in- 
venzione geometrica, ne raccolga tutti que’ vantag- 
gi, che alcun’altra opera finora prodotta ad essi non 
offre . 

E per vieppiù agevolare il rinvenimento delle va- 
rie , e moltiplici dottrine, che in essa contengonsi , 
abbiamo stimato conveniente compierne, delle prin- 
cipali di esse , l’ indice , che qui appresso soggiu- 
^niamo. 



IIVDICE 

Mie Malerie eontenute nei traUato dell invenzione geometrica. 


PlIrAZIOifK. 

Come gli antichi iniziaaiero i loro allievi iirinvenziO' 
De geometrica, e quali libri facevano ad eati studiare . 

Opinione sopra tali libri , del Newton , e dell' Halley ; 
•cieoza de' moderni sull' tntienztoiis geometrica. 

Necessità di un'ara , che comprendesse i precetti delT 
arte (finventare in Geometria, esponendo i metodi delle anti- 
che. e moderne scuolo.Tentativo fattone dal Pergola Qn dal 
1790 , più volte poi rifatto, e finalmente compiuto nel 1807, 
e proiptllo, che pubblicossene nel 1809. Palo de'snoi MSS., 
imperfezione attuale di quelli ritrovati dopo la di lui morte , 
avvenuta nel 182à , e giudizio , che dovrasseoe equamente 
fare da' dotti matematici , ora che alta meglio ordinandoli , 
se ne pubblica quel tanto , ch'.è stato possibile raccoglier- 
ne, e che non era statodiversamente già pubblicato dall'au- 
tore . 

Aggiunzioni fattevi : tra le altre della I* parte dd Saggio 
di Geometria analitica , ed in quali altre opere verri esso 
conlinuato ,- onde abbiasi un compiuto trattatino di questa 
scienza de' moderni. 

Note che vi sono state aggiuote , ed a quale oggetto . 

Raccolta di problemi io fine del trattato , e come ordina- 
ti . e risoluti . 

Divisione dell' opera , fatta dall' autore in due parti, e co- 
me ritenuta. 

PaospKTTO dill’ opEaa, nel modo come l’ aveva distesa 
il Pergola. 

Og^to de' tre libri della par.I', coordinali alle tre parti , 
che coatituiscono la compiuta rìsoluzioDe dìun problema , 

Distinzione de' dati secondo Euclide , e nuova , e più 
generale , che ne propone il Pergola . Piano della loro e- 
sposizione nel libro 1. Parte I'. 

Dell'esibizone geometrica del dato algebrico di una retta. 

Del libro li. ddia Parte 1*, riguardante i qubsiti de 'pro- 
blemi, e ricerche importanti intorno ad essi. 

De’ luoghi geometrici sinielicameole trattati , e su i po- 
rùmt Euclidei . 

Dell' Analisi geohbtbica , sua definizioDe secondo Pap- 
po . e delle diverse parti di essa . 

Riduzione finalo do'problemi di 1°. e 2° grado, e di 3“ , o 

secondo gli antichi , e nuova , che ne espone il Pergola . 

Della composizione de' problemi geometrici , in che essa 
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con*i»U , e su» deGuizioDe secondo Pappo alessandrino . 
Come si esegua, e poi si riduca a geometrica la dimostra- 
*i»e di un proMoma algebricamente risoluto : al che si 
pr^ne un nuovo modo atto a renderla elegante. 

Necessiti della costruzione ne'problemi goomelri'ci. 

Problemi sparsi nel corso del lib.III , e nell' idopcndi- 
ce ad esso . 

Divisione della Parte li. dell’ opera in tre libri , cosa 
dovevan questi contenere , e quali di esse e perchè ora 
tralasciate . 

Non eorritptmdtndo dunqvt T attuale Parte IL a quello 
che nel proimtto ne fu altra volta annunzialo , tralatce- 
rtmo però di continuarne C indicazione delle materie al- 
lora notate nel prospetto ora riprodotto, rieerbandoci ad e- 
ep^ quello che di preiente vi tratteremo , nell' indice 
de talparte . 
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Coochiusiono aggiunta ora al proepetto. 


xxxtx 


Avvebtinento 


le ^e che ernioBno indicate nel protequimenlo dell indice sono 
quelle enfine del trattato , 
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PARTE I. 


Introduzione, oy' è detto della divisione della par- 
te I. in tre libri , corrispondenti alte tre principali 
cose , che distinguonsi in un problerna . 


LIBRO I. — De' DATI 


Cap.I. — Dt/inizioni pel Dato in generale, e per 
le diverse specie di essof 

Note al cap. 1 , ed alla dcf. 5. 

Cap. II. — De dati di grandezza. 

Dati per conscguenta da una o due rette di data 
grandezza. 

Note corrispondenti. 

Esibizione di due rette direttamente o reciproca- 
mente proporzionali a due date, aventi data somma, 
0 dilTerenza. 

Note corrispondenti . 

Del triangolo dato di specie e di grandezza. 

Del triangolo iu cui sia dato un solo angolo. 

Del dato geometrico , o aritmetico di un angolo . 

Llie s' intenda per figura data di grandezza. 

Del nesso che v' ha tra' lati , gli angoli e l' aja d. 
un triangolo. ‘ 

Principi elementari di Trigonometria. 

DifTerenza notabile tra la risoluzione geometrica , 
c r aritmetica del triangolo . 

Notea' §§. dal 29 al kO, 

Cap.III. — De' dati di ragione. 

Espongonsi vaij teoremi elementari circa la ragion 
composta , non compresi negli ordinari Elementi Eu- 
clidei. 

Nuovi teoremi per conchiuder proporzionalità da 
ragioni assegnale . 

Nola all' un di questi (prop. 16 .). 

Che dato il rap|jorto di due grandezze , e l' un de' 
termini di esso , non risulta sempre assegnabile geo- 
metricamente r altro. 

Principio fondamentale per passare dalla propor- 
zione nel caso di commensurabilità a quella nell' al- 
tro d' incommensurabilità di due grandezze . 

Cap.I V. — De' dati di teda tpecie . 

Casi diversi nc' quali il triangolo risulta dato di 
sola specie ; e di un di essi necessario ad avvertirsi . 

Su i rettilinei , c segmenti circolari dati di specie . 
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Note a’ S§-C1 , e C6. 

1 

Gap. V. — Di iati di $ilo. 

Principio dimoatrativo proposto da Euclide po'dati 
di aito, diverso dalla deniiizione data per essi. 

Propongonsi tre assiomi , e dal terzo di essi dedu- 
ccsi un corollario , come principj fondamoitali del- 
la teorica de' dati di sito . 

Nota 

De' dati per conseguenza , dall' esser dati di sito 
tre , o più punti . 

Similmente per quelli , che risultano da tre o più 
Tette di posizione in uno stesso piano , e che s' in- 
contrino . 

Do' dati per conseguènza derivanti da punti, e ret- 
to date di sito ; e della maniera di esibire un punto 
per le distanze rispettive da rette di sito. 

Nota al §. 77. 

Del sito de' punti tra loro rirerendoli a rette di si- 
lo . E del modo di derivarne la conilgiirazione di u- 
na curva , e l'equazione esprimente la natura di essa 
Distinzione delle curvo in geometriche, emeceani- 
eht 0 tnuceiuietUi , e definizioni ad esse corrispon- 
denti. 

Nota 

Eiempio della maniera di rilevare r equazione ad 
una curva da una sua proprieli , il quale conduce 
ad un nuovo modo di rilevar le equazioni alle cur- 
vo coniche . 

Principio fondamentale della Geometria deseritti- 
ta , per fissare il sito di un punto nello spazio . 

NoU 

Esempio I. per l' equazione al piano rilevata da' 
suoi convenevoli determinanti . 

Esempio II, , per l' equazione alla superficie sfe- 
rica rapportata al piano di un suo cerchio massimo ; 
ed indicazione per rinvenir quella ad una qualunque 
superfìcie di rivoluzione . 

Di certi dati relativi al sito per punti , retto ad an- 
golo , e figure . 

Nola 
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I orisma di Fermat sul cerchio reso più generale, 
e dimostrato . 102 

Nota 


Il lemma 117 lib. VII. delle Coll, di Pappo rùlot- 
lo in forma di porisma . c dimostrato y e cousoguen- 
za di esso. 103 

NoU 

Porifina sul cerchio desunto dìtlla prop. 2. lib. 11. 
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jLoforuiw plaKorum di Apollonio. 105,106 

Note corriS|H)ndenli. 

Porisma sul cerchio per le retto armoniche 'pas- 
santi per uno stesso punto . 107-109 

Nola A 

Delle rette armoniche nel triangolo . 110,111 

Nota 

Porisma su tre cerchi dati inlersegantisi , e sidle 
lanaenti comuni a tre cerchi . 112-110 

Note corrispondenti. 

Cap.VI. — Del dato algebrica di una retta , e del 
enodn dt geometricamente esibirlo . 117-137 

Nota 

Idea del rapporto tra valore, ed esibizione geome- 
trica (li uua retta . 117 

Maniera di esibire geometricamente una retta 
convenevolmente rappresentata da una frazione . llS-123 

Condizioni che dee avere una frazione per espri- 
mere un rettangolo , e come ridurla a questo . 12^126 

Esibizione di un quadrato uguale alla differenza 
di due quadrati , o alla somma m più. 127,128 

Costruzione geometrica di un radicale quadratico, 
ì cui termini sotto del segno sieno di due dimensioni. 129,130 
Costruzione di un radicale quadratico universale , 
di conveniente forma. 131 

Riduzione di un prodotto di tre , quattro , se. di- 
mensioni a cubo, biquadrato, ec. 

Costruzione geometrica di un radicale cubico , e 
quindi delle radici Cardaniche; o in generale di quel- 
le delle equazioni algebriche. Preminenza in ciò del- 
la Geometria sull' Algebra . 

LIBRO II. — De' quesiti de' pboblemi. 

Cap. I. — La natura de' quesiti. 

In che consislo In delerminacione di un punto , e 
di una grandezza continua -, e di quante specie sia . 

Diversi generi di determinazione spiegati . 

Esempio delladeterniinazinnedi un punto in una 
retta preso dall' ovvio pruhh-ma di diviiJerla in estro- 
nia e media ragiono . e risoluzione algebrica di tal 
problema nella nota a piè pagina. 

Che debba intendersi per determinazione di una 
grandezza variabile- 

Che intendasi per turrito di un problema, e distin- 
zione de' quesiti analoga a quella de' dati. 

1 dati dt un problema sono i determinanti del que- 
sito ; e non solamente vi debbono essere ooonessi , 
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ma benanclio sufQcienli a determinarlo . 

Nota 

Ouali problemi debbano riputarsi elementari, e da 
tenersi però come dati secondar]. 

Il quesito di un problema geometrieo riducesi a 
rinvenire un punto smldisfacente allo condizioni di 
quello ; ed ogni grandezza che no dipende sarà igno- 
ta al par di esso; essendo tali ignote tra loro connes ■ 
se , e dipendenti l' una dall' altra net valore , o nell' 
esibizione geometrica. 

Gap. II. — Del netto , che hanno le ignote in eia- 
teun problema geometrico. 

Quali ignote dicansi connesse Ira loro , o tocie , o 
quali ditlinle , o ditioeie , Quando sia algebrico il 
nesso delle ignote , e quando trascendente . 

. l)e' modi di dedurre una grandezza da un' altra cui 
sia legata per una qualche condizione di somma , dif- 
ferenza , 0 rapporto detìnito o determinabile per 
note verità geometriche . 

Come in un triangolo, datovi un angolo, si esprima 
un lato dagli altri , Deduzione da ciò del teorema 
pitagorico ; ed estensione data dal Mongo a tal teo- 
rema nello spazio . 

Di tal teorema reggatene la dimottrazione nella 
nota a' §§, 90 e 9i 'frig. 

. Quali sieno le ignote toeie tra tre punti dati di s'i- 
to , r un dc'quali esista in una retta pur data di aito; 
e consoguenzo di ciò. 

Nota 

Come esprimansi i valori dello incidenti'da un pun- 
to di sito su di una curva di data natura , e della 
corda che rimane in essa. 

Una prima idea del metodo analitico puro , ed av- 
vertenza nell'iisarne nella soluzione de' problemi . 

Dillicollà nel distrigare il nesso delle ignote ne' 
problemi di sito assoluto. 

Nota 

Gap. III. — Delle eondiziotà de' problemi. 

Che intendasi per condizione in un problema. Forma 
nella quale esse possonsi presentare , e loro natura. 
Quindu sieno t'denft'eAe ; quando una sia ri'can'a di 
un altra , cd uso vantaggioso di queste. 

Come diventino socie due ignote principali . 

Corrispondenza necessaria tra i numero dello con- 
dizioni , e quello delle ignoto principali, [icrchè que- 
sto possano rendersi nolo . 

Quando si parla di dctcrminaziono del valore di 
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on' ignoti , non bisogna intendere , eh' ciso sia un 
Bolo ; Dia si bene tanti , quanti ne olTre l' equazione 
per la quale essa rimane determinata . 

Nota 

tjuali problemi dicansi deltrminati , quali tnde- 
Urminali. 

Quante ignote priocipali debba aTere un preblema 
determinato ; ed in quali oasi un problema sia inde- 
terminato . 

Che non bisogni eonfondere le condizioni di un 
problema colle grandezze noto di esso; da che risul- 
ta difettano il criterio , che proponesi da alcuni geo- 
metri moderni , per distinguere i problemi io deter- 
minati , indeterminati , o piò che determinati. 

Un problema geometrico determinato pud esser 
anscettivo di una , o più soluzioni ; e ’l suo sciogli- 
mento dee somministrare uno o più punti sodddisla- 
centi allo condizioni di esso. 

Esempj in rischiaramento di tal principio. 

Una condizione di meno delle ignote principali di 
un problema il rende indeterminato ; ed injìniti 
punti vi soddisfano . E mancandone due sarà inde- 
terminato per due gradi ; e gl' infiniti punti che vi 
soddisfano saranno allogati in una superfìcie . 

Togliendo da un problema geometrico determina- 
to ora una condizione , ed ora un' aitra . si ottengo- 
no due problemi indeterminati equivaleuU ad osso . 

Esempi- 
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Car.lV. — Ricerche eintetiche tu di edeuni 
ghi geometrici . 
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209 242 


97119 


Che intendasi per luogo geometrico ; loro distinzio- 
ne per la qualità , o pel grado ; e quando un luogo 
dicasi piano , quando tolido. 21»’215 

Avvertimento per non confondere i luoghi geo- 
metrici de' problemi con quelli dell» equaiioni in- 
determinate, 216 

Luogo alla retta . pe' vertici de' triangoli uguali 
posti sulla stessa baso , o basi uguali per dritto , e 
rivolte alla medesima parte ; ed al cerchio quando 
abbiano la stessa base, o I medesimo angolo verticale 217,218 
Condizione essenziale a cosUtuue un luogo geo- 
metrico ( nella noia a pii della pagina 99 ). 

Luogo piano al cerchio , pe' lati, de' triangoli della 
Stessa base , e co' lati in data ragione . 219-^1 

Nola 


97.98 

98 

99,10» 

lOO.lOA 


Luogo piana al cerchio , po' triangoli della stessa 
baso , con data somma de' quadsiati de' lati. 2^ 

Luogo tolido alf elUaae , pe' tràogoti della stessa 
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230-235 107-110 


236-2^1 110-lia 


base , con data comma di lati ; ed all' iperbole ae sia 
data la diflerenu de' lati . 223 102,103 

Luogo de' vertici de' parallelogrammi uguali in pe- 
rimetro posti in un comune angolo ; o di queili di u- 
guali aje , ancor cosi pMti. ^4 103,104 

Luogo de' punti io cui le inclinale da un medesimo 
punto ad una retta di sito rimangono divise io data 
ragione . 225,226 104 

Luogo di quelli ore tali rette risaltano divise reci- 
procamente a' due rette date . 227,228 105 

Nota a' due precedenti teoremi. 

Luogo alla concoide , equazione a questa eurva, 
e sua descrizione meccanica. 229 106,107 

Nola , nella quale illustrasi un luogo di Pappo . 

Luogo alla cùioide , equazione ad una tal curva , 
e sua descrizione meccanica ■ Genesi di tal curva se- 
condo gli antichi. 230-235 107-110 

Nota 

Se le ordinale al lato di un angolo prodiicansi iu 
modo , che la parte prodotta risulti terza proporzio- 
nale io ordine all' ascissa presa in tal lato da un pun- 
to di esso , ed alla corrispondente ordinata ; il luo- 
go di quella terza proporzionale sarà o una retta , o 
uo^saiono conica . 236-241 110-113 

É quoto luogo Ut eompottetons geometrica ddC e- 
eetMda rtcìdo nel §. S9, 

Nota 

Giunta al Cap. IV, Di alcune cune traecendenti. 243-258 113-120 
Nota 

Ogni linea è luogo geometrico di una proprietà in- 
determinata di essa. E se due punti scorrenti equa- 
bilmente in due linee, vi segnino parli proporzionali 
ad esse intere , dovranno percorrerle conlempora- 
neameote . 244,245 113 

Genesi della tpiraU Archimedea , equazione ad 
essa , e sua descrizione meccanica. £ che tali spirali 
tieno tutte simili , 246-250 114,115 

Genesi della quadratrict di Dimotlruto , equazio- 
ne ad essa , e sua descrizione meccanica . £ che le 
quadratrid sieno tutte simili . Uso di tal curva nel 
quadrare il cerchio, o rettificar la circoalerenza . 251-254 116-118 
Genesi della cicloide Galileana , sua equazione , 
e deserizione per moto organico. 255-256 118-120 

Le precedenti tre curve sono conformi nella loro 
genesi ; mentre per ciascuna di esse esigasi la com- 
posiziooo del movimento rettineo , e dell'angolare. 257,258 120 

Csp.V. — De' luoghi geometrici aUa retta anali- 
ticameule rilevati, 259-302 121-135 

Nola preliminare per tal capitolo. 
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Co8« »ieno tali liK^hi , e come ai adoprino alla »o- 
hnione de’ problemi. ... 

Come rappresentisi algebricamente il aito di un 
ponto ; qual aia l' equazione ad una retta parallela 
alf un deeli assi , e modificazioni eh’ essa può rico- 
\cre . ... 2^1^202 

Deir equazione alla retta inclinata agli asai cui si 
rirerisce e che paaai pel punto di loro incontro ; e 
cambiamenti di aegno eh' essa può ricevere perla 
diversa posizione con questi. 263-271 

Regola pe’ segni , che in conseguenza delle prec^ 
denti considerazioni debbono competere alle coordi- 
nale di una linea rappresentante un luogo geomelrico- 
algebrico. 272 

Modificazione che prende l' t^uazione ad una ret- 
ta , quando non passi pel principio delle ascisM , ed 
equazione di una retta parallela ad un altra di sito , 
espressa dalla sua equazione. 273 278 

Nota 

Equazione della retta che passa per un dato pun- 
to , o pur per due punti dati. 279-283 

Noto corrispondenti. 

Equazione di condiziono , perchè tre ponti aleno 
in linea retta. 28i 

Nola 

Espressione algebrica della distanza di due ponti 
dati , 0 modificazione eh' essa prende io diversi casi, S85-287 
Note corrispondenti. 

Determinazione del punto d’ incontro di due rette 
che a’ inlersegano. ^ . 288 

Equazione di condizione , perchè tre rette a' in- 
contrino io uno stesso punto. 289 

Nota 

Espressione della tangente dell’ angolo che fanno 
tra loro due rette date per te loro equazioni ; ed e- 
quazione a quella che ^ inclini ad un' altra in un da- 
to angolo , ed ancora se passi per un punto dato. 290-292 
Equazione alla retta perpendicolare ad un'altra , e 
che passi per un punto dato ; e coordinale del punto 
in cui r incontra, 293-295 

Nota 

Grandezze della perpendicolare tirata da un punto 
ad una rotta. 296,297 

Nola ^ 

Tutte io precedenti ricerche estese alla retta rife- 
rita ad assi obbliqui . 299-301 

Nola la quale comprende tutte le formolo di que- 
sto argomento. 

Gap. VI. — l^rticolarì artificj per la eoiiruzione 
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263-271 123-125 


273 278 125-127 
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4tlU $q%iaxi<mi eempletse alia reHa. 

Importanza e necoaailàdì tale argomento. 

Modo ragionato da eseguire tale costruzione. 

Altra dimostrazione io comprova di questo metodo 
di costruzione. 

Esempio per silTatta costruzione, 

Cap.VII. Del etrehio eontideralo come un luogo 
geometrico , e della tua comiiiuiziofia con una retta, 
o con altro cerchio. 


30S-3U 

303 

30Ì-308! 

309-311 
313 


313-356 


pari. 

136-nt 

136 

136-138 

138,139 

139-lil 


U2-160 


Maniera facile di esprimerne l’ equazione partendo 
dalla Sola deOnizione di esso , e salendo da quella 
wmplicissima alla generalo. 315-319 

Modo da ottenere direttamente l' equazione ge- 
nerale . 320,321 

Considerazioni su i segni ed i coerQcicnli de'termi- 
nl dell' equazione generale, e modificazioni che que- 
sta riceve per la special posizione degli assi . 822-325 

Dell' intersezione di una retta col cerchio. 326 

Equazione alla tangente del cerchio per un punto 
dato sia nella circonferenza sia al di fuori ; e forme 
diverse nelle quali occorre usarla. 327,328 

Costruzioni semplicissime che ne derivano per tal 
tangente ne' due casi suddetti. 329-333 

Equazione alla tangente dedotta dall’ equazione 
generale al cerchio . 33^ 

Le principali proprietà del cerchio dedotte col me- 
todo algebrico puro. 33'5-355 

Che lutti gli angoli posti io un medesime segmen- 
to di cerchio sono uguali. 330 

Nota 

Che r angolo al centro 6 doppio di quello alla cir- 
conferenza , insistendo essi sul medesimo arco. 337 
Che la somma degli angoli opposti di un quadrila- 
tero iscritto nel cerchio pareggi due retti. 338 

Che r angolo compreso dalla tangente e dalla se- 
gante tirata dal contatto pareggi l' angolo posto nella 
porzione alterna del cerchio. 339 

Che ogni angolo nel semicerchio è retto. 31id) 

Che i rettangóli delle parli di due seganti il cer- 
chio tirategli per uno stesso punto dentro o fuori di 
Mso sono uguali ; e quello delle parti di una di esse 
tiratagli da un punto al di fuori pareggi il quadra- 
to della tangente il cerchio condottagli dallo stesso 
punto. 3ìl,3&2 

Nota 

Che due cerchi non s' in lersegano in più di duo 
punti , nè si toccano io più di uno. 3V3,3!»ì 

Condizione necessaria perchè un cerchio rappre- 
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«cntato dalla sua equazione generale risulU deter- 
minalo nel aito , e nella grandezia. 

Pbobl. Ritrovare il luogo geometrieo dtl concor- 
so delle tangenti tirate al cerchio per jli cetrms 
di qualunque corda che poaai irmpra per »i» punto 
dato : D' onde il seguente 

Teob. Il luogo de' punti di concorso delle langenis 
condotte al cerchio per gli estremi di una corda, che 
passi sempre per wn punto è una retta dato di aito. 

Maniera di assegnare tal retta. 

Oliando ima tal locale cada dentro , o quando fuo- 
ri del cerchio . . . T- 

Teob. converso del precedente , cioè , che : 
rondo do ciascun punto di uiw linea retta data dttt- 
to le due tangenti ad un cerchio ; le rette che paisano 
pe' rispettici contatti s' intersegano tutte in un mede- 
simopunto. 

Maniera di assegnare un tal punto. 

Denominaxioni date reciprocamente alla rotta , 
ed al punto. 

Considerazioni importanti sulVequaiione alla pelare 

Diversi importanti teoremi sulle polari del cor- 
ehio facili a dedursi dalle dottrine precedentemente 
esposto per esse. 
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156,157 

3i7 

157 

348 

157 

349-3S1 

157,158 

352 

353,354 

l.H8,159 

159 

3ì>5 

159.1C0 


Cap. Vili. — Saggio di. applieatione de principi 
di 6’eometna analitica precedentemente esposti aJ al- 
cune ricerche geometriche. 

Ragioni per essersi qui recato un tal saggio . 

Pbobl. i. Costruire il triangolo essei^o date di 
grandezza le tre congiungenti i cerlici de’ suoi angoli 
co' punti medj de' lati opposti ; e doppia costruzione 
di tal problema . 

Se no deduce il seguente 

Teob. Le Ire rette condotte da' rerliei degli angoli 
di un triangolo a' punti medj de lati opposti s inter- 
seguno in un medesimo jmnto , ove ciascuna rimane 
iUtisa nella ragione di 2 ad I. 

Altra costruzione semplicissima del precedente 
problema. 

Nota 

Pbobl. ii. Coiirutre tl triangolo date le perpendi- 
colari tirate da' vertici di esso a' lati opposti, 

Altre costruzioni di tal problema . 

Nota • • j I • 

Tbob. Le Ire perpendicolari tirate da vertici degli 
angoli di un triangolo a tali opposti s' intersegano 
in un medesimo punto, 

Nola 

Pbobl. Dati di silo Ire punti , per le rispedire 


357-395 

161-192 

357 

161 

358.359 

162 164 

360,361 

164 

362 

164,165 

363 

364,365 

165.166 

166.167 

366 

167, 163 


Digitized by Google 


t n tl i c * 


LI 


tooriinalt ad tui ; tsiiin il triangolo oht ti ottiene 
eengiungtndoli. 

Nota 

PaoBL. Esprimere ( aja di me triangolo in funzia~ 
ne de’ tuoi lati . 

Nota 

Pbobl. Trovare il centro t ’l raggio del cerchio cir- 
coscriltibile ad un dato triangolo . 

Costruziooe geometrica di tal problema . Valore 
delle coordinato del centro, ed esibizione semplicis- 
aima del raggio del cerchio da' lati, e dall' aja del tri- 
angolo . 

Nola 

Probi. Trovare il centro , e ’l raggio del cerchio i- 
scrittibile in un dato triangolo. 

Esibizione del raggio dalle coordinate del centro. 

Osservazione ìmiKirtante sulla precedente analisi 
del problema. 

Nota alle prop. vi e vii. 

Altra alla prop. vii. 

Teoa. Il punto di coneono delle tre congiungenti i 
vertici degli angoli di un triangolo co' punti medj de' 
lati opposti , guello delle tre perpendicolari tirate da' 
vertici stessi a' medesimi lati , e ’l centro del cerchio 
cireoscrittibile al triangolo , sano in linea retta. 

Nota 

Pbobl. Esibire la relaxione che dee aver luogo tra' 
determinanti di una retta , e di un cerchio, perchi si 
tocchino. 

Nota 

Pbobl. Dati due cerchi di sito , e di grandezza , 
iscrivere nell' uno un triangolo , che risulti circo- 
scritto all’ altro. 

Natura di tal problema , c particolari considera- 
zioni su di esso , dalle quali risultano i seguenti 
teoremi . 

Teoa.l.Se un triangolo iscritto in un cerchio si tro- 
vi eircoSeritto ad un altro ; qualunque altro triangolo 
s' iscriva nel primo con due lati tangenti il secondo , 
avrd il terzo lato tangente il cerchio medesimo . 

Tzoa. 2. Il centro del cerchio iscritto in un trian- 
golo divide il diametro del rireoseritto in due parti , 
sieehi il loro rettangolo sia quanto, il doppio di quello 
contenuto da' raggi de' due eerthi. 

Equazione tra la distanza de' centri de' cerchi in- 
dicati nel precedente teorema , ed i loro raggi. 

Considerazioni importanti sulla soluzione del pre- 
cedente proUenu. 

Nota 

Pbobl. Due lati di un angelo ieeritio in un cer- 
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thio panino rcslantemenle per due punii dati, li cer- 
ca il luogo del concono delle tangenti condotte per 
le eue estremità. 

Teok. In un quadrilatero le congiungenti i punti 
enedj de lati opponi , e te congiungenti i punti medj 
delle diaconali e incontrano in un punto. 

Enunciaziono di diverse altre proprietà de' qua- 
drilateri meno note , lasciate ad esercizio de giova- 
ni per dimostrarle. 

Nota 

Altra nota a tutte le ricerche trattale nel cap.VIII 
nella quale ragionasi sul convenevole uso de' metodi 
per l'invenzione geometrica, comprovandolo con ap- 
positi esempi di problemi che risulvousi, 

LIBBO III. — Dell' Analisi geohetrica. 

Gap. I. — iVenozioni di queeto argomento. 

DcfinizioDe dell' Analisi geometrica , e sviluppo 
di essa . 

Nola 

Canoni quattro per ben condurla si al modo degli 
antichi , che de' moderni. 
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Paop. 1. princ. — Le parti principali dell'analisi 
geometrica . 402 19 S 

Pbop. 2. princ. — La risoluzione de' problemi 
rèo effettica o ridotta. 403 196 

Pbop. 3. princ. — D' onde dipenda la maggiore o 
minore difCcollà di risoluzione di un problema. 404 197 

Pbop.4.;»toH./. — Vele iecriiione del quadrato 
in un dato triangolo , per rischiarare i priucipj sta- 
biliti dell' Analisi geometrica : soluzione compiuta 
con r analisi degli antichi, ed osservazioni su di essa. 407,408 198,199 
PEOP,5.proW.2. — Del[ iscrizione in un triango- 
lo dato di un rettangolo di data aja — Soluzione com- 
pleta col metodo stesso della precedente . Corollari 
che Iraggonsi da essa. 409-413 200,301 

Nola a' due prec. probi. 

pBop.O.pfofci.J. — Inclinare da un punto del dia- 
metro di un semicerchio una retta , talchi l’ interposta 
tra la circonferenza ed una data normale al diame- 
tro risulti data. Holazione eoa l'analisi algebrica ; 
abbassamento dell'equazione ad esso nel caso che il 
punto dato sia ip un estremo del diametro ; e tra- 
slormazione dell' equazione del problema al teorema 
del Newton per ridurre tutte le costruzioni delle e- 
quazioni cubiche al problema proposto . 416-420 202-^04 

ttior.l.probl.4 . — Condurre ad una parabola, da 
un punto dell' asse, una segante , ticchi la corda sia 
^ia— Soluzione algebrica, 42^ 204,205^ 
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Coosidenxiooi «ul proposto problema , circa le 
radici della sua equazione , ed i diversi modi di ri- 
solverlo . 

Nota 

Altro problema di tirare ad un dato eerebto , eoi 
eeniro ned' atte di una data parabola una tangente , 
iieehè la parte che rimane in gueete eia data , risolu- 
to con r analisi Cartesiana . 

Pbop. 8. proti. — Cottruire il triangolo di eutstd 
data r aja , tl perimetro , ed un angolo — Soluzione 
con r analisi antica , e con la Cartesiana messo a 
confronto fra loro. 

Nota 

Gap. II. — Della parte i. dell analiti geometrica, 
cioè , della supposizione del fatto . 429-439 

Paop.O.^'nc. — In che consista principalmente 
la supposizione del fatto. 430 

Paop-lO.princ. — Mezzi che possonsi adoperare 
per ampliare la supposizione del fatto, e renderla 
feconda di utili conseguenze. 431 

Paop.ll.prine. Dell’ uso delle locali per ridurr 
re in alcun modo la supposizione del fatto ; e quan- 
do ciò convenga . 433 

Paop.12.proU. — Costituire tu di una retta data 
un triangolo di data altezza , e con un dato angolo 
verticale, proposto e risoluto in dilucidazione do' pre- 
cedenti principj . 433 

Nota 

Paop.13 prine. — Che ne' problemi di sito e po- 
sizione speuo la supposizione del fatto ha bisogno dì 
nuovi principj (T invenzione — A quali di questi ricor- 
revano gli antichi ; ed altri propostine dall'autore , 435 

Idea de' poriemi geometrici , o distinzione tra teo- 
rema locale , problema locale , e poritma rischiarata 
con un esempio. 435 

Nota 

Paop.14.pnnc. — La supposizione del fatto esse- 
re un principio regolatore di tutto lo ricerche io 
Matematiche. 43$ 

Paop.lS.pn'nc. — Come usare della supposizione 
del fatto nel metodo Cartesiano. 437 

Paop.lG.pn'nc. — E come allorché trattìnsi quan- 
titi variabili , e nell' Analisi degl’ infiniti . 438 

Pbop.17. princ. — Nella supposizione del fatto 
non è già che prendasi l' ignoto per noto ; o difTeren- 
za ancora di essa dalle dimostrazioni indirette , e 
dalla regola del falso. 439 

Nota 
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CAr.IlI. — DtUo niluppo dell» con$tgmnzt dtl 
fallo. 

Paor. 18. prine. — la che consista un tale stì* 
luppo , e come si esejiua. 

PB0P.19.pnnc. — Gontìnuazione dello stesso ar- 
gomento della prop. prcc. , e Canone per ben ese- 
guire lo sviluppo delieconsegneozo. 

PBOP.20.pnnc. — Che si esige perchè la soluzio- 
ne di un problema sla legittima e conveniente , ed 
io che consista l' eleganza di essa. 

Nota 

Pbop.21 .prine. — Io quali casi un problema o è 
mal proposto , o non bene sciolto . E quando sia fal- 
lace la dimostrazione di un teorema . 

PBOP.22.pnnc. — Analisi per la dimostrazione 
di un teorema. 

Pbop. 23. (cor. Teorema di esempio e dilucida- 
zione alla precedente proposizione. 

PB0P.2A.princ. — Come debba condursi I’ analisi 
geometrica di un problema nel quale propongasi a 
ritrovare un punto in una data locale , con date com- 
dizioni , atTinchè la soluzione riesca con eleganza . 

Canoni per tale oggetto. 

PBOp.25.pnièi. — Kintentre in un dato arto di 
etrehio un punto , cAc congiunto to’ tuoi eitnmi , 
s tirala dati un di guitti la ptrpendieolart alta cor- 
da che patta peri altro, lia la lomma dì guelle cord» 
uguale alt altra della perpendieolart , c delia corda 
dell arto intero , proposto ed elegantemente risoluto 
in dUucidazione dell' ultimo de' canoni precodenti. 

Cap. IV. — DeU ultima parte delt analiii geomo- 
trita , cioè della riduzione del problema. 

In che consista tal rìduziono di un problema geo- 
netn'co. 

Che a' intenda per problema di notoria soluzione , 
che di faeiliiiima. 

Quando un problema geometrico sia di primo gra- 
do , e quando di teeondo. 

PBop.26.pn'nc. — A che corrisponda in ultima a- 
nalisila nduatonedi un problema. 

PBap.27.pn'nc. — Riduzione de' problemi geome- 
trici di primo grado , sia geometricameote risoluti , 
Bla algebricamente. 

pBor.28.princ. — Riduzione di quelli di secondo 
grado , considerati pure nel doppio modo . 

Nola 

Altra nota 

l’Bor. 29. probi. — Condurre tu i lati di un dato 
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mgolo una retta , n« tagli «n dato triangolo , e 
patii per un punto dato — mIuzìodì geometrica , ed 
algebrica compiutamente eseguite in dilucidazione 
de' precedenti principi • 

Nota 

Quando un probleine geometrico si dica jiano , e 
quando tolido . 

PBOP.SO.prtiic. — Che i problemi geometrici di 
1 " e 2° grado sono piani ; c quali sieno le rispettiTe 
generali riduzioni di essi . 

Pbop- 31. princ. — Che un problema geometrico 
possa non esser pi ano , sebbene risolv asi eircino et 
regola , 

Nota 

CaP.V. ■ — Della cempotizione geometrica de' pro- 
blemi . 

Che intendasi per composizione geometrica di un 
problema . 

Psop.32.prÌBC. — Come debba ricavarsi la com- 
posizione di un problema dall' analisi di esso. 

Pbop. 33. probi. — Data una retta divita in un 
punto , dividerla in altro punto, ticchi la lamina da' 
guadrati delle parti ignote ttia al doppio rettangolo 
di ette parti nella ragione delle parti note della ilet- 
la retta. Esempio recato per dilucidare la prop.prec. 

Piop,34- princ. — Quando debbasi ricorrere nella 
composizione di tm problema ad una dimostrazione 
indiretta . 

Pnop.SS.pn'nc. — Etpotizione del tipo delle di- 
mostrazioni per assurdo. 

Paop.36.princ. — Come debba farsi la dimostra- 
zione di un problema risoluto con l' analisi alge- 
brica . 

pBOP.37.pr»il. — Divider* una retta data in un 
punto ; ticchi il guadrato di una delle parli tlia al 
rettangolo della tutta nell altra parte in data ragione 

Soluzione algebrica recata per dilucidare la pro- 
posizi one precedente. 

PkOP.Se.prtnc. — In qual modo si ordisca una 
dimostrazione sintetica ad nn problema algebrica- 
mente risol uto. 

Esempio per convalidare il detto nella precedente 
proposizione , tratto dalia eomposizione geometrica 
del prdilema innanzi risoluto. 

P*op,39.princ. — Come si converta in geometri- 
ca una dimostrazione analitica ; o al contrario. 

pBCF.40.f rine. — Cosa convenga fare nel primo 
de' casi suddetti , se la conversione richiesta riesca 
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lunga e pmoia . 

l’aop.Vl.pnW. — Come possa oUdoers! la dimo* 
strazione ad un problema di terzo , o di quarto gra- 
do analiticamente risoluto. 

Paop.&S.pn'ne. — Non sempre si può facilmente 
dalla composizione di un proUema udovinare 1’ a- 
nalisi che vi ha condotto. 

Paop. h3. princ. — Modo diverso a tenere per 
r eleganza di soluzione di un problema , se in un 
corso didascalico , o in un trattato , o per I' uso 
pratico . 

In che consista l' eleganza di una dimostrazione ; 
ed in ciò esser riposta la sapienza geometrica. 

Paop.is.pnnc. — Un problema geometrico non 
si avrà per risoluto , se non sia costruibile. 
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niMCIPALI paOBLEMI , CHE APPAETENGONO <U luo- 
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Cap. 1. — De' problemi che dieevami dagli anii- I 

ehi Determinatae secUonis. 505-520 

Tutta questa classo di problemi compresa in una 
sola enunciazione generale. 505 

PsosL.l. — Data una reità divisa in «n punto ; 
ditideria in altro punto , ticchi il rettangolo di una 
delle parli ignote nell interposta Ira guesto punto e1 
già dato stia al quadrato deW altra parte ignota in 
data ragione. 

Soluzione analitica , seguita da geometrica costru- 
zione ; e da altra soluzione analitica , che ne dà una 
riduzione assoluta. 506-508 

Nota 

Elegante soluzione geometrica del detto problema. 500 
Analogo problema di ; Binvenire in una delle due 
parli nate in cui sio divisa una retta un lai punto , 
siccAà il rettangolo di una parte nota nello corritponc 
dente parte s'gnolo delf altro segmento stia al qua- 
dralo della rimanente parte di questo in data ragione 510 
Altra soluzione del precedente problema riducibile 
io sintesi. 511 

Pbop. 2. probi. — Una retta già divisa in un pun- 
to suddividerla in altro punto, sicchi il rettangolo del- 
t un segmento noto nella corrispondente parte ignota 
tra le sezioni stia al rettangolo delle parti ignote di 
tal segmento in data ragione. 512 

Soluzione analitica di tal problema. 513 

Soluzione geometrica del medesimo. _ 51 à 

Paop. 3. pi^. — In una retta divisa in cui sieno 
segnali due punti , trovarne un terzo, sicché i relton- 
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foli dtiU parti della reità Ira fueeta gli tetre- 

mi della retta , ed i due punti dati risultino in data 
ragione . 

La solurione analitica del $.516 prodotta fino a con- 
durre agevolmente ad una compoaitiooe geometrica . 

Soluzione geometrica . 

Àliter. 

Paop. k. teor. — Che tuH i problemi determina- 
iae seclionia rtdueanti alC analogia a* -{- 6x -{- x’ 
: A’ *x -j- X’ ::p:g 

Cap. n. Soluzioni dr problemi delti da dpollonio 
de Scctione rationis , et de Sectione apatii . 

Paop.5.^oil. — J)a un punto dato inclinare a due 
rrtle di silo , terminate per un verso , uni altra retta , 
che ne tronchi certo qae loro termini due parli in 
data ragione. 

Soluzione analitica. 

Analisi geometrica dello stesso problema . 

Paop.G.proW. — Poste le medesime cote del pro- 
blema precedente , ti vuole che risnlli dato il rettan- 


SS 

yay. 

515,516 

259 

517 

518 

519 

259 

260 

260,261 

520 

261,262 

521-526 

263-266 

522-526 

523 

52A 

263-265 

263.264 

264.265 


golo di quelle due parli , che t inclinala atcindi 
dalle due rette . 

Soluzione analitica. 

Analisi geometrica dello stesso problema. 
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Cap. IH. — De' problemi delle inclinazioai . 


527-528 P07-282 


Enunciazione generale di tutt' i problemi di ceto- 
sta famiglie . 

Paop.7./)roW. — Inclinare da un ««Irono del dia- 
metro di un dato semicerchio una retta, sicché la 
parte di essa che rimane interposta Ira la eirconferen\ 
sa , ed una normale al diametro sia data. 

Soluzione geometrica. 

Soluzione analitica. 

Che iiidichiao i due valori dell' incognita , I' uno 
negativo, l'altro positivo . risultanti dall' equazione 
ottenuta nella soiuziono precedente. 

Nota . nella quale viene convenevolmente discus- 
so e rischiaralo ciò che su tale assunto ò stato detto 
dall' autore . 
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Altra soluzione più idonea del prebloma . 

Paop. 8 .probi. — Dati due semicerchi co' diametri 
in una stessa linea retta ; inclinare dall estremo di 
un diametro una retta : sicché la parte interposta tra 
la circonferenza di quelli risulti data. 

Soluzione analitica . 


53+ =69.270 

5.35-5371271.272 
336 [27 1 


Nola , in cui si esaminano le radici di tale cqua- 
gione , per convenevolmente assegnarle . 

Soluzione aintvlica dello stesso problema. 
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Pbof.9, prM. — Indinan dait angolo di un ram>] 
bo una retta , tieehi la parte inierpoila tra' lati di «» 
àuo angolo eeteriore rituUi data. 

SoluzioDe geometrica , e sua composizione com- 
piuta. 

Soluzione analitica . 

Riduzione dell'equazione nel caso del quadrato . 

Osservazione dell' autore sull' equazione a tal pro- 
blema . 

Consrderazioni dell'editore sul precedente proble- 
ma , nelle quali viene compiutamente discussa la 
sua natura , e sono indicate le diverse soluzioni alge-| 
brico-geometricho recatevi da' più distinti gcometrì| 
moderni ; analisi comparativa di esse , e regola al 
proposito del medesimo recata dal Newton per la 
convenevole scelta dell' incognita ne' problemi . 

Nota io cui valgono ripigliate le eoosideraziooìl 

£ recedenti , ed ulteriormente ragionato della natura] 
1 tal problema. 
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DELLA 

INVENZIONE GEOMETRICA 

LIBRI TRE 


INTRODUZIONE 

U arte H inventare è una delle virtù dianoeti- 
che , che per le guide didascaliche , e con dice- 
vole esercitazione nello spirito umano suol produr- 
si . La soluzion de’ problemi forma i primi gradi 
di virtù sì chiara j e di quella per potersi in que- 
sta istituire or si ragiona . E perchè in ciascun 
problema si dan sempre tre cose a distinguere prin- 
cipalmente , cioè i Dati , i Quesiti , e ’l modo da 
■poter dagli uni gli altri rilevare piacemi di pren- 

derle pe’ tre oggetti de’ tre libri di quest’ opera , 
che imprendo a congegnarvi. 


* Cioè r Atialiti gtomelneapTopriameole detta. 
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DE- dati. 


CAPITOLO I. 


DEFininoNi. 

1 . Def.i. Una grandezza continua dicesi Data , 
se potremo esibirla per la sua genesi geometrica , o 
se pur ne sapremo il suo valore. Il primo di que- 
sti due dati può dirsi geometrico , ed aritmetico 
r altro . 

2. I Dati geometrici , come fu rilevato dal saggio Eucli- 
de ' , son di quattro generi , cioè di grandezza, di ragione, 
di specie , e di sito : delle quali cose eccone le distinte de- 
finizioni ■ 

3. Def.1I. Una grandezza dicesi tlata , se sapre- 
mo esibirne una sua uguale* . 

4 . DEF.ni.Una ragione l’è data , se potremo da- 
re due grandezze omogenee , che contengano quel 
rapporto. 

5. Queste due grandezze debbon esser rette, per una co- 
moda , e generai esibizione di tal ragione . E se la ragion 
daU sia razionale , ella potrà pel numerico suo esponente e- 
sibìrsi . 


- Nel suo libro de' Doli . 

• La l>rima definisioue i relativa al dato is generale , t questa se 
emda a quello specialmente detto di grandezza. 
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6. Def. IV. Una figura dicesi data di specie , se 
potrem formarle un’ altra simile. 

7. Def. V. Più cose geometriche ’ han tra loro 
un dato sito, se siane dato il modo della di loro coe- 
sistenza . 

8. Scol. 1 . Non può recarsi alcun valore ad una grandez- 
za continua , s' ella non si rapporti ad una certa unità as- 
sunta . Quest’ unità dee avere una determinata , e costan- 
te grandezza ; onde convien rilevarla , e rettificarla per 
certi regoli della Natura. Quali sieno le unità longitudina- 
li adottate dalle nazioni fe noto comunemente . Ma ora esse 
convengono in adottare per prototipo di misura lineare la 
diecimilionesima parte del quarto del meridiano terrestre mi- 
surato con la maggior esattezza possibile , che si è detta Me- 
tro’ -, e Ab questo derivansi poi in convenevol modo le unità 
di superficie , e quelle de’ solidi . L’ unità degli angoli n’ è il 
grado . Quella del tempo è il minuto secondo del di solare 
medio cc. 

9.Scol. 2. Sebbene il dato geometrico di una grandezza , 
e V aritmetico di essa sieno intimamente tra lor connessi ; pu- 
re il più delle volte è un malagevol problema , o trascenden- 
te il voler dall’ uno l’ altro rilevare , come vel mostrerò qui 
appresso . 


* Euclide di un' altra definizione di questa dato. 

* Base dv Sytt, met. t. III. p. 135 e 551. 
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Deir invenzione geometrica 

CAPITOLO 11. 

de’ Dati di grandezza. 


PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

10. Se diesi di grandezza una linea reità j I. Sa- 
rà dato di grandezza quel cerchio , che con tal rag- 
gio si descrive . II. Sarà dato di specie , e di gran- 
dezza quel segmento circolare , che su di essa for- 
misi capiente un angolo dato. III. E sarà benan- 
che dato di grandezza ogni rettilineo dato di spe- 
cie , che si costituisca sulla retta data. 

Dim. Queste verità intendonsi dalla dcf. 3 , dal pouf. 3. 
lìi Geometria , e dalle prop. 33. Et. JJI. e 28. Et. VI. re- 
spettiTamente . 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

1 1 . Se diansi di grandezza due rette ^ I. Sarà 
data la loro somma , o la loro differenza , se sien 
disuguali. II. Sarà datala media proporzionale, tra 
esse. HI. La terza proporzionale in ordine ad una 
di esse, cd all' altra. IV. E quell’ altra retta benan- 
che sarà data , che in potenza pareggi la somma , 
o la differenza de’ quadrati delle date rette. 
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Inoilre, V. Sarà data la ragione , che serba cia- 
scuna di tali rette all’ altra. Come anche, VI.La sua 
duplicata , triplicata , ec. E , VII. La sua suddu- 
plicata , sucjquadruplicata , snottuplicata , ec. Fi- 
nalmente , Vili. Sarà dato di specie , e di grandez- 
za il rettangolo , che da esse rette si congegni. 

Dih. Per intender lai cose basta por niente alle rispettive 
proposizioni Euclidee : cine alla 3. ELI. pel n.I : alle pr.lii 
ed 11. VI. pe’ n. II e III , ed alla 47. I pel n. IV. E per 
r intelligenza de’ n. VI e VII convìcn sapere le def. 10 , ed 

11. V. Finalmente 1’ F/// risulta evidente dalle def. 1 e 4. 

12. Scol. Niuna delle verità esposte in questo teorema & 
suscettibile di conversione. Cioè a dire ; Due rette non dovran 
mai riputarsi date di grandezza dal sapersene solamente la lo- 
ro somma , o la loro dìlTerenza , o il lor rapporto ; nè tam- 
poco dall’ aversene il rettangolo di esse , o la media propor- 
zionale tra esse , ec. E converrebbe combinar due di queste 
condizioni per poter quelle rette determinare . Ma poiché , 
come sarà nel lib. III. dichiaralo , i problemi geometrici 
del primo grado riduconsi a ritrovar due rette aventi un 
dato rapporto , e costituenti una data somma , o una data 
differenza ; e que’ del secondo a rinvenir due rette compren- 
denti un dato rettangolo , ed aventi una data somma , o tma 
data differenza , non sarà, strano , eh’ lo qui risolva questi 
due problemi , che a quella famiglia apparlengonsi . 

PROPOSIZIOISE III. 

rnOBLEHA. 

13. Ritrovar due rette , che abbiano la data ret> 
ta AB I. ] per loro somma , o per loro dif- 
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fetenza , e che la prima stia all’ altra nella ragion 
data di m ad n. 

Risoluàoiu riiìotte alle due seguenti regole. 

I. Air estremo B della data retta AB si tiri comunque , 
ed indefìnitamente 1’ inclinata BB , nella quale tolgansi le 
parti BE , ED \_fìg. i- «• I- ] respettivamente uguali alle 
date rette m ,n , dipoi si unisca la DA , e dal punto E le si 
conduca la parallela EC. Avran le dm rette BC , CA la data 
BA per somma ; e la prima di esse starà alf altra nella ra- 
gion data di m , n. 

II. Dall’ estremo B della data retta AB si tiri con qua- 
lunque inclinazione , ed indefinitamente la BR , nella quale 
tolgasi la BE [ flg. 1 . n. .2, ] uguale alla retta m , cLc sia la 
maggiore tra le due rette m , n , c la ED uguale alla n. Indi 
congiungasi la DA, e dal punto E si meni la EC parallela ad 
AD : saran le due rette BC , e CA nella proposta ragione di 
m , n , ed airan per differenza la BA data , 

Le quali cose son chiare di per se stesse. 

PROPOSIZIONE IV. 

PROBLEMA. 

i4- Ritrovar due rette , che sien reciproche a 
due rette date ^ , e che abbiano una data somma , o 
una data differenza. 

Sol. Questi due problemi son due casi delle proposizioni 
28 c29. El. VI., che alcuni geometri sogliono indebitamen- 
te tralasciare ne’ corsi elementari. 


’ Oche comprendano un rettangolo dato. 
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Ma eccone le risoluzìoui de’ due casi del proposto pro- 
blema ridotte alle due seguenti 

Regole risoluUve . 

I. Sia M la media proporzionale tra le rette date . Si for- 
mi un semicerchio, che abbia per semidiametro la data semi- 
somma, ed in esso conducasi un’ordinata uguale alla retta M. 
Le parli del diametro , che in quello quella ne ascinde , saran 
Il rette addimandale . 

II. Si formi il triangolo rettangolo CAD , che abbia la 
M [ ftg. 2. ] per uno de’ cateti AD , e per 1’ altro AC la 
data semidifferenza . L’ ipotenusa accresciuta di colesta se- 
midifferenza , c quella diminuita di questa saran le rette , che 
si cercano . 

Dalle due figure può intendersi la recata costruzione , e 
la dimostrazione , che facilmente ne deriva. 

15. Con. Nel caso 1. il problema sarà impossibile, quan- 
do la retta M sia maggiore della data semisomiua . Lo che 
deesi avvertire . 

16. Scol. Ciò basti sulle rette date . È di bene, che or 
volgiamo le nostre ricerche su i triangoli dati di grandezza . 
Imperocché la più semplice tra le figure rettilinee è il trian- 
golo ; e ciascuna di quelle in triangoli si risolve colle tra- 
sversali . Nè poi di altra figura si è discorso si copiosamente 
in Geometria , e ne' corsi trigonometrici , come del triango- 
lo suol farsi. 

mOPÓSIZIONE V. 

TEOntUA. 

1 7 . Un triangolo rellilineo sarà dato di specie , 
e di grandezza , s’ egli abbia una di queste condi- 
zioni , cioè : 1. Se sien dati di grandezza tutti i 
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suoi lati . II. O se diansi di grandezza dae de' suoi 
lati , e I’ angolo compreso. III. O pur se sien dati 
di grandezza due angoli , ed un lato qualunque . 

Dim. Ciascuna di queste tre condizioni rende determina- 
to il triangolo , e’I fa benanche determinabile per gli Ele- 
menti piani, cioè per la 8, A , 26. El. J. Dunqu ei sarà da- 
to di specie , e di grandezza. 

18. Cott.1. Un triangolo rettangolo sarà dato di specie, e 
di grandezza sol che vi si diano due lati qualunque ; o un 
solo di questi , ed un angolo acuto. E ciò per la 47. El. I. , 
e per la 32. 

19. Cor. 2. Sediansi due angoli di un qualunque trian- 
golo , s’ intenderà dato il terzo, per la 32. El. /. Ed esso 
triangolo sarà dato di sola specie ( 4. El. VI. ) , onde vi sa- 
rà data la ragion de' lati . 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOnEMA. 

20 . Un triangolo sarà dato di specie , é grandez- 
za , se diasi la sua base , un angolo , e l' aja. 

Dm. Cas. 1. SiaBC [fig.S.n.i la data base del triango- 
lo , di cui anche ne sia data 1’ aja ; ed in primo luogo sia 
dato r angolo B alla base. Sarà data di posizione la rettaBA, 
che vi forma in B un tal angolo colla BC. Ma è anche data 
di posizione la retta P3I {39. Et. /.), ove debbon trovarsi i 
vertici de' triangoli aventi una data aja , e per base la BC . 
Adunque nel punto A , in cui segansi le duu rette B.A , PM 
dovrà ritrovarsi il vertice di un tal triangolo , il quale sarà 
pictinmente determinato . Ed ei sarà la figura BAU , congiun- 
tavi la CA . 
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Gas. 2. Che se diasi l’ angolo yerlicale BAC [ flg.3.n.2.'\ ; 
questo doyrà ritroyarsi nell’ arco di quel segmento circola- 
re , eh’ è capiente di quest’ angolo dato , e tien per corda la 
BC data . Dunque nell’incontro di un tal arco , e della retta 
PM dovrà esserne il vertice di siffatto triangolo , il quale ri- 
sulterà interamente determinato : cioè il triangolo BAC , o 
r altro BaC sarà la data figura , intendendosi unite le BA » 
CA , o le Ba , Ca. 

PROPOSIZIONE VII. 

TCOBEHA. 

3 1 . Se diasi solamente I’ angolo verticale A del 
triangolo BAC , sarà data la ragion dell’aja di que- 
sta figura al rettangolo de’ lati BA , AC, che com- 
prendono quell’ angolo dato. 

Dim. Dal punto C [flg.4. ] si abbassi la CR perpendico- 
lare ad AB; sarà 1’ aja del triangolo BAC uguale al rettan- 
golo di BA, in ’/a CR (41 ,El. I. ). Ma sta questo rettangolo 
al rettangolo de’lati BA,AC come CR ad AC (I.El.VL), 
e questa ragione è data per esser dato di specie il triango- 
lo CAR ( 4. Et. VI. ) . Dunque sarà anche data la ragione 
del triangolo BAC al rettangolo de’ lati BA , AC compren- 
denti r angolo dato A . 

22. Scol. Dalla pr. 5. può rilevarsi esser dato un ango- 
lo , se diansi di grandezza i suoi lati , ed insiem la retta , 
che ne congiunga gli estremi ( 4. Et. /. ) . £ sarà anche da- 
to nn tal angolo, se queste rette diansi di to^\one(6.El.VI). 
Intanto nel seguente teorema gioverà esibire i più proprj 
determinanti di un angolo dato , e la di lui misura. 
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PROPOSIZIOISE Vili. 


TEOAENA . 

a3.Se tra’ lati del dato angolo acuto BAC [^*.5. j 
frappongasi ovunque la retta RC perpendicolare ad 
un di que’ lati , il rapporto di due lati dell’ emer- 
gente triangolo ARC rettangolo io R sarà il costitu- 
tivo geometrico di quel dato. 

£ r aritmetico consisterà nell’ assegnazion de’ 
gradi di un tal angolo , cioè nell’ esibirne quan- 
te parti novantesime del retto ei contenga , o pur 
quanti gradi lineari nella sua misura si ravvisino . 

Dim. II triangolo rettangolo ARC è dato di specie : dun- 
que n’ è dato il rapporto de’ suoi lati CA , AR , RC . Ma se 
^disusi di ragione due di questi tre lati del triangolo ARC , 
esso sarà dato di specie (6. , e 7. El. FI.),e si potrà o- 
sihire 1’ angolo A . Che perciò sarà dato . 

L’ unità degli angoli è la parte novantesima di un retto ; 
dunque il valore di un angolo sarà espresso in gradi angolari , 
e minuti ; e si misurerà pe’ gradi, e minuti lineari, o circola- 
ri , che si contengono nel suo arco misuratore (tilt. El. F/.) 

24. Con. Un angolo non si valuta dalla grandezza dell' ar- 
co misuratore , ma sì hcne dal numero de’ gradi , e minuti, 
cfa’ei contiene. Lo che non solo vuol rilevarsi dalle preceden- 
ti cose ; ma benanche da questa verità geometrica , che : Un 
angolo fatto al centro di un qualunque cerchio sia direttamente 
come t arco , che il sottende , ed inversamente come il raggio 
di tal figura ( Trigon. lib. I. pr. 2. ) . 

25. Scol. Ogni figura rettilinea , che sia data di specie , 
e di grandezza , può convertirsi in un quadrato per gli Ele- 
menti piani ( 45. El. 1. , c ii. JI. ) . E pur da questo non 
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polrit TÌcendevoImeote rilrarseDe la specie di quella , ma 
r aja solamente . Dunque quando sia data una figura di so- 
la grandezza , s intenderà dato un quadrato , che la paleg- 
gi. Intanto la riduzione di una figura in un quadrato, lo che 
suol dirsi di lei quadratura , e con greca voce tetragonismo , 
non è men lodevole, che vantaggiosa. Poiché il quadrato ha 
questo pregio sulle altre figure che facilmente si valuta ; 
bastandone moltiplicare un lato in se stesso , e con pari fa* 
cillà può geometricamente esibirsi. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOKEIA. 

26. Sebbene i tre Iati , i tre angoli , e l’ aja di un 
triangolo sien sette grandezze di diversa natura , 
cioè lineari le tre prime , angolari le tre altre , e 
di due dimensioni l’ aja di tal figura ^ pur son esse 
sì strettamente tra se legate , ebe dandosi tre qua- 
lunque di loro ne son sempre determinabili le al- 
tre quattro , tranne quel solo caso , che vi si dia- 
no gli angoli solamente ^ . 

Dim. La verità di questo teorema rilevasi dalle cose spar- 
se qui sopra , e specialmente dalla prop. 5. YI. 

27. Def. vi. I valori aritmetici de’ tre lati , e 
de’ tre angoli di un triangolo furon detti dagli an- 
tichi geometri parti di esso . E risolvere un trian- 


* E sul triangolo equilatero ancora , eh' è la più semplice di esse , e 
regolare . 

* Dati due angoli di un triangolo si di pure il terzo : dunque quando 
diansi tre angoli di un triangolo i come scn desser due. 
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golo è il determinarne da tre parti date di ess>o le 
altre rimanenti . 

28. Scol. Fu (lutto negli Elementi piani, che al maggior 
Iato di un triangolo oppongasi il maggior angolo, al minore il 
minore: che lati uguali sottendano angoli uguali; e viceversa. 
Pure non sono i Iati di tal figura nella ragion degli angoli , 
eh’ essi sottendono. Che anzi n' è trascendente il rapporto di 
<|uestc grandezze angolari a quelle lineari : cioè a dire cgl i 
è tale , che per niuna delle algebriche , o aritmetiche o- 
perazioni può mai ritrarsi . E come dunque , voi mi direte , 
potrà risolversi un triangolo , ove di un tal rapporto convien 
far uso 7 Per mezzo delle funzioni degli angoli, io vi rispon- 
do , e pe’ seguenti artifizj otticnsi colesta risoluzione , eh’ è 
ben diversa , come il vedrete , da quella geometrica deter- 
minazione recatavi qui sopra,e che potrà servire ad illustrar- 
ne la diversità dc’dati geometrici , ed aritmetici ( dcf. ’l.)- 

29 . Def. VII. D a un estremo A [^g-.G.] dell’ arco 
circolare AB conducansi queste due rette , cioè la 
prima AR perpendicolare al raggio CB , che passa 
per l’altro estremo B , e la seconda AD tangente di 
nn tal arco in A , la qual ne incontri in D il detto 
raggio CB prolungato . I valori numerici , che ne 
avranno la perpendicolare AR , la tangente AD , 
e la secante CD rispetto al raggio CB , che prende- 
si per loro unità longitudinale ( 8 ) , si diranno ri- 
spettivamente seno , tangente , e secante dell’ arco 
AB , o dell’ angolo ACB , eh’ ei ne misura. 

30. Def. vili. 11 seno , la tangente , e la secan- 
te del complemento dell’ arco AB diconsi respetti- 
vamente coseno , cotangente, e cosecante del detto 
arco AB , o dell’ angolo ACB misurato da AB. 
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31. Def. IX. Le rette qui sopra definite si di- 
con linee trigonometriche , che furon generalmen- 
le dette funzioni degli angoli . 

32. Scol. 11 rap;gro trìp;oaometrico suol designarsi gene- 
ralmente colla lettera R . Ne’ calcoli dell’ Analisi sublime si 
suol porre uguale ad 1 : e per gli usi trigonometrici suppo- 
nesi uguale a 100000.00 , ailin di evitare i fratti nella valu- 
tazione delle linee trigonometriche . E poiché il quadrante 
contiene 90. gradi , cioè 5A00 minuti ; altrettanti archi vi 
si potran concepire , che vadan successivamente crescendo 
di minuto in minuto . Di questi archi sogliono i geometri 
prender le linee trigonometriche in numeri espresse ; gui- 
dandone cotesti calcoli con geometriche teorie , o pur traen- 
doli , come i moderni usan fare , da serie conveigenti, eh’ e- 
sprimono i seni , e coseni degli archi . L’ indagine di que- 
ste linee trigonometriche si dice volgarmente canone trigono- 
metrico : e si appellan tavole de' seni il registro di que’5400 
archi crescenti di un minuto , accanto a’ quali sien poste le 
linee trigonometriche loro corrispondenti . 

PROPOSIZIONE X. 

TEOaESA. 

33. Ilati del triangolo ARP [fg-y^ ] , qualun- 
que ei sia , son proporzionali a’seni degli angoli lo- 
ro opposti . 

Dm. Intendasi circoscritto il cerchio ARQP al detto tri- 
angolo : e dal suo centro C si abbassino le CF , CG rispet- 
tivamente perpendicolari a’ lati AP , AR di esso triangolo . 
Saré il lato AP di tal figura al diametro AQ del cerchio 
ARQP, come AF ad AC (essendo queste rette metà di quelle) 
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( 3.EI.III. ), cioè cora-j il seno dell’angolo ACB, o del sdo 
uguale ARP al raggio trigonometrico R. Ed essendo in simil 
modo AQ : AR :: R : sen.APR; sarà ex aeguo , AP : AR 
:: sen. ARP : sen. APR. 

34. Coa.Ma nel triangolo CRA rettangolo in R [ fig. 6. ] 
sta il cateto CR alC altro RA , come il raggio trigonometrico 
alla tangente deW angolo RCA opposto al secondo di que due 
lati . E lo stesso cateto CR sta alt ipotenusa AC , come il 
raggio trigonometrico alla secante del detta angolo RCA . 
Imperocché pe’ triangoli simili CRA , CAD dee essere CR 
: RA :: CA : AD R : tang. RCA . £ così pure CR : CA 

CA : CD R : sec. RCA . 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

35. Dati i valori de’ tre Iati AB, BC, CA 

del triangolo ABC qualunque , son anche dati i va- 
lori de’ segmenti AD , DC della base . 

Dim. Per la 47. EL I. è AB' = AD’ -j- DB’ , ed è anche 
BC’ = DC’ -j-DB’. Dunque sarà AB’ — BC’ =: AD’ — DC’. 


’ Se i lati di un qualunque triangolo si esprimano per le grandezza 
analitiche a , b , e ; e per , B , C si dinotino i seni degli angoli op> 
posti ad essi lati a ,b , e rispettiramente ; sarà per questo teorema 
a : 6 :: A : B , cioè a.B = A.6 . Ed essendo similmente a : e :: A : C . 
avrassi a.C = A.e . Finalmente per esserne b ; e :: B ; C avremo 
b.C = B.e . Cioè le tre equazioni lineari , che converrebbe maneggia- 
re , per risolvere un triangolo , saran lo tre seguenti . 

a.B — A.b=o , a.C — A.c=:o , b.C — B.c = o. 

Ma i trigonometri colla sola regola aurea dipendente dal presente teo- 
rema, e da qualche altro alfine pervengono ad un tale mtento. 
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Ciò posto sì distenda Cfi in F finché BF pareggi BA ; si 
prenda BG ugnale a BC, e si bisechi in E la base AC . Sarà 
AB* — BC*, cioè BF* — BG’ uguale al rettangolo CFG. Ed 
è pure ’ AD*— DC*= (AD + DC) (AD — DC)= AC X 2ED 
( 165. ). Dunque sarà il rettangolo CFG uguale all’altro di AG 
in 2ED ; e quindi AC : CF :: FG : 2ED , delie quali gran- 
dezze essendo date le prime tre numericamente , sarà pur 
date il valore della quarta 2ED . Cioè la differenza de’ scg. 
menti AD, DC ; ed essendone anche data la somma AC , si 
farà noto ciascun di essi . 

36. Scoi. 1 . Colia luce della proposizione 10 , che pren- 
■diamo in prestanza dalla Trigonometria , e coH’ajuto delle 
tavole de’ seni si può risolvere ogni triangolo, siasi egli ret- 
tangolo , o obbliquangolo. Su di che eccone alcuni esempi. 

37. Dati i due iati AB , BC [ flg. 9.] ,eV angolo C , 
vuol ritrovarsi t altro A alla base. 

Facciasi AB a CB , come sen.C ad un quarto, che sarà il 
seno di A . E nelle tavole avrassi A. 

38. Dati i due angoli A , C , e'I lato AB cercasi V altro 
lato CB. 

Facciasi sen.C : sen.A , come AB ad un quarto , che sa- 
rà il lato CB ( 33 ). 

39. Dati i due lati AB , AC colf angolo compreso A , si 
dimanda V angolo C. 

Facciasi il raggio R a cos.A ' , cosi AB ad un quarto , 
che sarà AD ( 34 ) . E questo tolto dal lato AC ne farà 
nota la DG . In oltre sarà nota BD facendo R : sen. A , 
come AB ad un quarto , che sarà BD . Di poi conosciuti i 
cateti DC, DB del triangolo rettangolo BDC , si saprà l’ an- 
golo C ( 34 ). 


t Prop. 5. o 6. El. //. 

• A rigore dovtebbesi diro sen.ADB : soo.DB.V :: AB : AD. Ma Un-< 
to è dire sen. ADB che K ; ed è poi sen. DBA = cos.A. 
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40. E 86 disusi tntt’ i lati del triangolo ABC , si sapran- 
no i segmenti AD , DC della sua base pel teorema preceden- 
te. E quindi pel 37 si sapranno gli angoli A, C. 

41 .ScoL.2.Qnando tre parti di un triangolo sìen date geo- 
metricamente, la sua risoluzione sarà geometrica, ed elemen- 
tare . Ma questa sarà trascendente , e per approssimazione , 
quando diansi i valori di quelle tre parti, o quando que' da- 
ti sieno numerici . E ciò potrà esser di rischiaramento al §.9. 
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CAPITOLO III. 




de' dati di RACIONE . 


42. Il maneggio delle geometriche ragioni , per mezzo 
delle qnali debbonsi ordire le dimostrazioni sintetiche , e 
le analisi geometriche de’ problemi , si riduce principal- 
mente a queste tre cose , cioè : 

I. Alla trasformazione di due ragioni uguali , qual fu e- 
sposta nel V. El. 

II. Alla composizione di due , o più ragioni , comunque 
ne sieno. 

III. £d a certe nuove , ed utili evoluzioni di piu analo- 
gie : ove saranno indicati certi sofismi . 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

4^* una ragion data si componga, si divida , 
s’ Inverta, o si converta j sarà benanche data quel- 
la , che in ciascuno di questi modi emerge . 

E sarà eziandio data la duplicata , la triplicata , 
la quadruplicata , ec. della ragion data : ed anche 
la di lei sudduplicata , suqquadruplicata , ec. 

Dim.Part. I. Questa dimostrazione rilevasi immantinente 
dalla definizione 3. , e dal V. El. 

Part.ii. La ragion data esprimasi per quella della retta a 
all’ altra i ( 5 ) : e poi si ritrovi c terza proporzionale dopo 
le rette date a, b. Sarà la ragione di a : c duplicata della da- 
ta di a : 6 ( def. io. El. V.). E cosi pure ritrovando d ter- 

2 
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za proporzionale dopo le due b ,c, sarebbe la ragione di « ; i/ 
triplicata della medesima ragione di n : i , er. E per la sud- 
duplicata , suqquadruplicata , ec. Ved. jirop. 2. 

PROPOSIZIONE Xlll. 

TEOaCMA. 

44 . Se diensi le ragioni di A:B , di C:D di E:F j 
sarà anche data quell’ altra, che coniponesi da esse. 

Dia. La ragione di A : B esprimasi per quella della retta a 
all’ altra A ; e poi si faccia i a c, come C a D ; e c a d, come 
E ad F. Sarà la ragione di a : d composta da quelle di a : A, 
di A ; c , di c ; d( def.A. K. ) ; e quindi benanche dalle lo- 
ro uguali di A : B , di C : D , e di E : F . E nello stesso 
modo si conchiuderebbe un ule assunto , quando le date ra- 
gioni sien più di tre . 

A5. Con. 1 . Se le grandezze A , B , C , D , E , F sien li- 
nce rette , la ragione , che si compone dalle due di A : B, e 
di C : D potrà esibirsi per quella del rettangolo di A in C 
all’ altro di B in D ( 23.El.VJ. ). E la composto dalle tre di 
A ; B, di C : D, e di E : F, potrà eziandio dinotarsi per la 
ragione del parallelepipedo rettangolo fatto da lati A,C,E, al- 
l’altro, che terrebbe per lati le rette B,D,F (cor.pr.33.XI.). 

A6. Con. 2. Date le ragioni, che le grandezze A , B ser- 
bino alla terza C ; sarà benanche data la ragione di A : B . 
Imperocché la ragione di A ; B è composta dalle due di A : C , 
e di C : B ( def. A. V.) . Ma queste si suppongon date ; 
dunque sarà data la ragione di A : B ( 44 ) . 

hi. Con. 3. E dal cor. 1. rileveremo , che lant’ è com- 
porre le due ragioni di A : B, e di C : D, quanto queste ai- 
ire di A : D , e di C ; B , iscambiandone i conseguenti '. 

• Yt^g. laprop. 5. tup. i. Ut. V, del nostro i'uclide. 
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PHOPOSIZIONE XIV. 

TEOBEHA. 

48 . Se la ragion data di Z : X sia composta dalle 
due di A : B , dì C : D , di cui sia data quella di 
A : B j sarà anche data 1’ altra ragione di C : D . 

Dim. La ragion data di A : B esprimasi per quella della 
retta a all’ altra 6 , c la ragione di Z ; X , che anche sup* 
ponesi data , si disegni per la ragione della retta a ad un’al- 
tra c. Sara , per la def.A.El. P’,a:c;:(a;A)(i:c)*. 
Ma è poi dall’ ipotesi Z:X::(A:B) ( C:D), e si 
non fatte le ragioni di A : B , e di Z : X respettivameote u- 
guali a quelle di a : & , e di a : c. Dunque sarà la ragione di 
C : D uguale a quella di 6 : c . Onde siccome è assegnabile 
la ragione di & : c , così il sarà pure l’ altra di C : D ** . 

49. Scoi.. Può iàcilmente dedursi da questo teorema , 
che : Data la ragione di un tutto M a ciascuna delle parli 
A , B , C , cc. in cui esso e diviso ; sieno ancor date guelle 
che esse parti setiinsi tra loro , o di più di esse ad altre . 

Imperocché essendo M : B :; ( M : A ) ( A : B ) , sarà , 
pel teor. dim. , data la ragione di A , B . E similmente per 
le ragioni di due parti qualunque ; dalle quali poi , per mez- 
zo del componendo , si otterranno quelle di più parli a più 
altre . 

P.V: U 

■■ ■ <i 


* Manisra da noi adottala , per indicare la ragion composta. Vegg. 
r avveri, al suppl. 1. £1. K 

” Una tal verità può dedursi ancora dalla prop. G. sup. 1. Ub. V, s 
dalla precedente propotizione tò. 



20 


DM invenzione geometrica . 

PROPOSIZIONE XV. 


TEOREHA. 

5o. Se sìen date le due ragioni di AB ad ab 
f^g. io.] , e di BC a bc , non sarà data la ragione 
della somma di cotesti antecedenti alla somma de’ 
loro conseguenù , cioè di AC ad ac , se quelle ra- 
gioni nonsieno tra se uguali , onon abbiano un co- 
nnine conseguente . 

Dia. S’ è possibile sia data la ragione di AC ae . Delle 
grandezze AB , aò prendansi i due qualunque equimultiplici 
KB , ni . Sarh NB : ni :: AB : -ab ( 15. Et. F.)] e poten- 
dosi la prima di queste due ragioni sostituir per l’ altra , e 
combinarla colla data ragione di BC : bc , sarà aacbe data, 
in virtù di tal supposto, la ragione di NC : nc ; e quindi u- 
guale a quella di A'C : ac. Onde , per la 19. EL V , avrassi 
AC : ac AN : an :: AB : ai ; e per la medesima 19 sarà 
Analmente AB : «i :: BC : ic . Lo che ripugna all’ ipote- 
si . Dunque date le ragioni di AB : ai , e di BC : bc, sarà 
data quella di AC : oc, quando sieno ugnali le aazidelle ra- 
gioni , o quando sieno uguali i loro conseguenti ab ,bc ^ lo 
che dimostro nei seguente modo . 

Pel oor. 2. prop. 13 , essendo date le ragioni di AB : ai, 
e di BC : ic, o ai, sarà data la ragione di AB : BC, e com- 
ponendo sarà anche data la ragione di AC : BC . Ma è data la 
ragione di BC : ic , o ab. Dunque (A4) sarà data la ragione 
di AC •. ab , e con ciò anche quella di AC : 2ai , o sia ac. 

51 . Con. Di qui si posson trarre più conseguenze , alcu- 
ne delle quali io qui distendo. 

1 . Se a’ termini di una ragion data aggiungami grandez- 
ze date. , che non sien proporzionali a que’ termini , non s’ in- 
tendaà data la ragione di Ioli somme. 
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II. Se dienti due ragioni ineguali , non i data la ragione 
della differenza degli antecedenti a quella de' conseguenti . 

III. TS. Se da' termini di una data ragione lolgansi respel- 
tivamente due grandezze date , nemmett tara data tà ragione 
di tali differenze. 

IV. £ quindi : Data tà ragione di dite lutti , e quella di 
due parti loto , non dovrà averti per data la ragione dille 
parti rimanenti , tranne it telo caso , che quelle date ragioni 
tiene fra toro uguali . 

PROPOSIZIONE xvr. 

TEOKIK4. 

5i. Se diensi due , o più analogie , ove gK an- 
tecedenti delle prime ragioni sieno omogenei tra 
loro , e tali sien pure quelli delle seconde ^ sarà la 
somma degli antecedenti delle prime ragioni alla 
somma de’ loro conseguenti , cerne la somma de- 
gli antecedenti delle seconde ragioni a queUa de’ 
conseguenti loro , se pur abbia luogo una delle se- 
guenti condizioni , cioè : se gli antecedenti delle 
prime ragioni , o delle seconde sien proporzionali 
a’ conseguenti Loro ^ o se i primi antecedenti fosser 
proporzionali a’ secondi , supponendoli ancor omo- 
genei, o i primi conseguenti a’ secondi. 

Din. Ritrovandosi una di questa quattro condizioni nelle 
seguenti analogie A : a : : P : p 
B : i : : Q : q 
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si poli'à conchiudere , che sìa 

La dimostrazione potrà vedersi in (Ine del ld>. V. del no- 
stro Euclide. 

53. Scol. Molte verità concernenti la Geometria de’ cur- 
vilinei, e la scienza della Natura con questo apparato di geo- 
metriche ragioni si soglion conseguire , e dimostrare ; ond' e- 
ra conveniente qui indicarsi come sottil sofisma in discapi- 
to del vero spesso vi s’ intrude , ed in che modo gl’ ingegni 
men cauti che acuti vi si abbian di poi a guarentire . Infatti 
il sig.de la Hire non avendo in ciò ravvisato le anzidette con- 
dizioni si lasciò allucinare in una ricerca sulla Meccanica , 
e ne fu ripreso d’ errore dall’ acutissimo Gio. Bemoulli * , il 
quale non gli soggiunse, come il si dovea, le giuste, e sicure 
vie di ragionarsi . Anch’ io un simil sofisma imputai ad un 
gran geometra de’ nostri ; ed in tal rincontro mi riuscì rileva- 
re le condizioni , che debbono avere le dette analogie per 
si poter conchiuderc proporzionali le somme di que’ termini 
analoghi di esse . Or queste cose , eh’ io feci in più corsi 
didascalici sistemare, furon graziosamente accolte da qualche 
geometra straniero , che sen valse di guida da non errare in 
simil riucoutro . 


* Dtmenstrntio iiochronismi detcttuuum in rycloide , ec. — Oper. 
t. 1. II. V9. 
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TEOREMA. 


54' Se diasi la grandezza G , qualunque ella ne 
sia ; e diasi benanche la ragione , eh’ essa serbi art 
un' altra X ; questa grandezza non può , che rare 
volte , esibirsi geometricamente. 

Dim. L a ragion data esprimasi per quella della retla m all'al- 
tra n , ed in primo luogo la data G sia una linea retta . In 
tal caso la X sarà una quarta proporzionale in ordine alle tre 
rette date oi , n , G . Ond’ ella si potrà agevohnente deter- 
minare , ed esibire ( ^2. El. VI. ) : 

li. La grandezza G sia una linea curva non reltiGcabile , 
per esempio un qualche arco circolare ; la grandezza X in que- 
st’ altro caso sarà pure una quarta proporzionale dopo le tre 
lìnee m , n , G. Ma come , si potrà geometricamente esibire 
cotesta X , non potendosi assegnare, come si dovrebbe , una 
retta, che la G pare^ ? Ed ancorché la data ragione di m : n 
sia razionale , si saprà il valore della X in questo caso, eh e 

per appunto G , ma senza poterlo geometricamente esibi- 
re in generale . Imperocché per alcuni valori del fratto 

un tal problema è piano , per alcuni altri ^li è solido , e per 
altri ipersolido ’. E se sia irrazionale quel rapporto di m ad 
M , questo problema sarà trascendente . E ciò si dica anche 
nel caso , che la G disegni un angolo , 

ili. La G dinoti una superficie quadrabile , cioè uguale 

’ Cioè quando vogliasi prendere una parte ^ di esso arco , ed 
io alcuni altrì cui , che iiulichcrò altrove . 
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a (/’■ lo tal caso ritrovisi la retta r media proporzionale tra 
m ed » , e r altra f quarta proporzionale dopo le tre m, r, g 
sarà /^=X. Imperocché essendo m ; r::g:f, sarà m’ : r’:: 
g' ■ r 6 ponendo per la ragione di m' ; la sua uguale dt 
m : fi , sarò m : n :: f :: G : X. Ed essendo = G , 

sarò pure p = X . Ma se la G non sia quadrabile , non ha 
luogo un tale artifizio . 

IV. Maggiori nodi incontreremo se G dinoti un solido , 
o che sia suscettibile di cubatura , o noi sia . Infatti sia G 
uguale al cubo della data retta g ; e sieno r , e t due medie 
proporzionali tra le due date m , n . Si ritrovi la f quarta 
proporzionale dopo le tre rette m , r,g . Sarà = X. Im- 
perocché dall’ ipotesi é G : X :: m : n :: m’ : g' : 

( def.ii.El. V.) . Ed é poi G = y’ ; dunque sarà X = f . 
£ non ammettendo cubatura la grandezza G , questo proble- 
ma sarà il più delle volte trascendente . £ così ec. 

55. CoB.I. L’esibire geometricamente una grandezza la 
quale serbi un rapporto dato ad una grandezza data ^ il più 
delle volte é problema solido , ipersoUdo , o trascendente . 

56. Coa.2. E di tal natura suol esser sovente il problema 
inverso cioè : Date due grandezze geometricamente esibite 
rilevarne il rapporto loro . 

57. Scol. La divisione di una sfera in una data ragione é 
un problema solido , ove domandasi quell’ artifizio geometri- 
co , con cui riesca troncarne da una data sfera un segmento 
di una solidità data . £ ’l problema della moltisezione ango- 
lare , che può essere anche trascendente , ad altro non si 
riduce , che a togliere da un angolo dato una data parte . A 
simili geometriche esibizioni tanti altri proposti da’ matema- 
tici moderni si riducono, come son questi : Dividere un arco 

L' ùiversion di uà problema consiste net cambiargli alcuni da- 
ti in quesiti , u questi in quelli ; e quel problema si dirà diretto, e I' al- 
tro , cb' emerge per I' auzidetta inversiuae , si ebiameri iairrto . 
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paraholico in una ragion data*. Segare un semicerchio in una 
dola ragione per una retta, che passi per un dato punto del 
diametro **. Dividere tm dato segmento parabolico in una ra- 
gion data, per una retta , che passi per un punto dato Ma 
il problema della rettificazione di una curva per tacervi di 
tanti altri proposti nel calcolo integrale , può dirsi inverso 
de’ precedenti : poiché , data la genesi di tal curva , c di cer- 
te rette , che le appartengono , si domanda il rapporto di quel- 
la linea ad una di queste . 

PROPOSIZIONE XVIll. 

TEOaSMA. 

58. Se due grandezze sieno proporzionali a due 
altre, nel caso che queste sieno commensurabili tra 
loro ’j il dovranno ancor essere quando queste non 
sieno commensurabili . 

Imperocché se essendo AB : BC :: DE : EF [ 
nel caso che le DE, EF sieno commensurabili, non abbia poi 
luogo tal proporzione se le DE, EF sieno incommensurabili : 
doviii in questo caso esser AB : BC DE : EG maggiore, o 
minore di EF . Sia madore per FG. Prendasi di DE un a- 
liquota M minore di FG , e suppongasi tolta quante volte si 
pnò dalla EG ; dovrà in fin pervenirsi alla Ef maggiore di 

* Questo problewui Irasetndtnle fu risoluto da Gio. Bemoulli , e dal 
de V Hopital ; ma uri degantissima totuxions di essa ridotto in forma 
algebrica , pub tederseae nelle Sezioni Coniche analitiche del Pergola 
prop. 87, 

** Di questo problema .ch'ila riduzione geometrica dell altro astro- 
nomico tulle astomalie de' pianeti , te ne riscontri la soluzione negli O- 
puscoli matematici della scuola di Pergola pubblicali nel 1810 , p.171. 

' ' Quest' altro problema sarà risoluto nelle presenti istituzioni. 
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£F , e commennirobile alla DE ; che però per l’ ipotesi del 
teorema dovrìi essere AB ; BC ED : E/*. Ma per la sup- 
posixione poc’ anzi fatta stava AB : BC :: DE : EG . Adun- 
que sarà DE : Ef :: DE : EG , ed Ef uguale ad EG , men- 
tre n’ era minore. 

Ed una simile conseguenza erronea rilevandosi nel caso , 
che si fosse supposto AB : BC : : DE : EH minore di EF , 
M segue la verità dell’ enunciato teorema. 
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CAPITOLO IV. 

de’ DATI DI SPECIE- 


59. Poche cose mi sob proposto dire in quest’ argomento, 
cioè de’ triangoli dati di specie^ e de segmenti di cerchio shni~ 
li fra loro farem porola brevemente. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

60. Ua triangolo sarà dato di specie . I. Se sien 
dati di grandezza i suoi angoli. II. O pur se diasi 
uno de’ suoi angoli , e la ragion di due lati di esso. 
HI. Finalmente se diensi le ragioni de’ lati di tal 
figura . 

Dim. Ninna cosa è si facile , quanto 1’ esibire un triango- 
lo equiangolo ad un dato , o che abbia angoli dati . E , se 
i lati di un triangolo sien proporzionali alle tre rette date m, 
n , r , basterà formare un triangolo da coteste tre rette per 
la 22. ELI. , o da tre altre loro proporzionali , perchè si ot- 
tenga questo simile a quello . 

Che se diasi un solo angolo di un triangolo , e la ragione 
de’ lati , che il contengono, sarà agevoi cosa esibirne un al- 
tro , che gli. sia simile . Imperocché formando 1’ angolo PcQ 
\fig.\2.'\ uguale al dato , e troncandovi ne’ suoi lati le parti 
c a , ci in quella ragion data , congiunta la ab si formerà il 
triangolo aie di quella data specie. 

Finalmente se diasi la ragion di due lati di un triangolo , 
(la qual si dinoti per quella della retta m all' altra n), e diasi 
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eziandio an angolo non compreso da essi lati , ecco come 
pnò costiluirglisi un altro simile . » Si formi l’angolo PcQ 
» [fig. 1 3] uguale al dato, e nel lato Qc si tronchi bc uguale 
» ad n .Indire col centro b intervallo n si descriva il cerchio 
M ad, che per la possibiliU del problema dovrk incontrare la 
» Fc in due punti a ,d . Si congiungan le rette ba , bda. 
Potrà esser ^ ac , e bdc il triangolo richiesto . Su di che ve- 
di la pr.T.El. VI. 

61. Scoi.. Q uesti sono i principali caratteri raccolti dal VI* 
degli Elementi , per poter esplorare se un triangolo sia dato 
di specie solamente. Altri men principali di essi potrebbonsi 
qui recare , se la brevità di quest’ opera noi vietasse . Infat- 
ti un triangolo sarà benanche dato di specie , se diasi la ra- 
gion de segmenti della sua base , e ’/ rapporto di uno di essi 
alla sua altezza. 0 pur , se vi sia data la ragione della ba- 
se ali altezza , e t angolo verticale , ec. Intanto gioverà av- 
vertire in questo soggetto , che se diansi due di quelle set- 
te grandezze , che discemonsi in ciascun triangolo ( 31 ) , 
non sarà data di specie cotesta 6 gura , se quelle non sieno 
due angoli di essa . Su di che eccone nel seguente teorema 
uno sviluiqHt nlterìore ^ 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOKEIIA. 

62 . Sei due angoli A, B [^g.»4>] del triango- 
lo ABC sien di finita grandezza , e perfettamente , 
o prossimamente uguali agli altri due a , b del tri- 
angolo aie, queste due figure saranno simili, pur- 
ché i rimanenti angoli C , c sien puranche finiti , 
e non mica infinitesimi . 

Din. Si chiamino p , q i seni degli angoli A , B . Ta- 
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lì saren pure i seni degli angoli a , b prossimamente uguali 
a’ primi . Ed oltre a ciò le due m , n disegnino i seni de’ ri- 
manenti angoli C , c . Sark m: q-.z AB : AG (^pr.IO) ; e per 
la medesima ragione q z n :: ac : ab . Dunque sarà , ex-ae- 
quo, m : n .*: AB. ac : ai. AG. Or supponendo esser gli ango- 
li C, c di finita grandezza , essi dorran differire fra loro per 
una grandezza " infinitesima, ed i loro seni tn, n si dovran 
quasi pareggiare.Dunque sarà pure il rettangolo AB. oc pros- 
simamente ugnale all’ altro ai. AG ; e quindi sarà presso a 
poco AB : ai :: AG : ac ( i6.El.VI. ) . £ nello stesso modo 
si dimostra esser prossimamente AB z ab zz BG : ic. 

Ma se supporremo infinitesimi G , c , ed ineguali ; saran 
pure infinitesimi i loro seni m , n , ma non già uguali esat- 
tamente , o per approssimazione . Sicché essendo la ragione 
di m : n d’ ineguaglianza , tale dovrà esser la sua uguale 
di AB.ac ad ai. AG . £ non potrà poi conchiudersi , che sia 
AB : ab zz AG : ac , e che tampoco esser debba AB : ai 
BG : ic . 

63. Scol. Questo teorema ci preserva da certi sottilissimi 
sofismi , che potrem contrarre nell’ istituire le dimostrazio- 
ni geometriche a certe verità di Geometria sublime , e della 
scienza della Natura . £ potrebbeai leggere la dimostrazione 
della prop.Tl.lib.l. àcPrincipj Matematici del gran Newton, 
ove vengon considerati si gli uni , che gli altri de’ divisati 
triangoli . 


'* La somma de^ anguli A , B difierisee per un infinitesimo dalla 
somma dogli aUrì m,b. Dunque i due angoli C , e saranno tra se ugua- 
li perfettamwta , e per approisiniasione . 
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PROPOSIZIONE XXI. 


TCOREMA. 

64 . Un rellllineo sarà dato di specie , se diensi 
di specie que’ triangoli , ne’ quali ei si risolve , con- 
ducendo le rette da uno de’ suoi angoli agli opposti. 

Dim. Per intender la verità di questo teorema basterà leg- 
gere la costruzione della i8.El.VI. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

65. Il segmento circolare BGAD [_/?g.i5.] sarà 
dato di specie , se diasi la ragione della sua base 
BD al raggio 6S. 

Dim. Il triangolo isoscele BDS è dato di specie, per es- 
serne data la ragione della sua base BD a ciascun de’suoi la- 
ti BS , DS (pr./9. ) . Dunque sarà dato 1’ angolo BSD , e 
quindi la sua metà BAD ( 32. El. III.)-, e però il detto se- 
mento sarà dato di specie . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

66.Se i due cerchi ARE, AGD [fig.xd,'] si toc-« 
chino al di dentro , o al di fuori j ogni retta AG , 
che dal contatto A vi si conduce , dovrà troncarne 
i segmenti simili ARG , AGB. 

E ,se dal medesimo contatto si tirino due qua- 
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lun(|U 6 corde ABC ^ AJDEy le altre corde BD^ CE 
degU archi intermedj saran tra loro parallele . 

Din. Pam. 1. Dal punto A conducasi la retta KAF Un- 
gente comune a que’ cerchi . Sark 1’ angolo KÀC uguale a 
quello, che ai contiene nel segmento AKC, o nell’ altro AGD 
( Si. El. III. ) . Dunque questi segmenti saran simili tra 
loro . 

Paet. 2. Ed essendo per la stessa ragione 1’ angolo KAD 
uguale ad ÀBD, o ad ACE, saran questi angoli ABD , ACE 
tra loro uguali . E quindi BD parallela a CE ( 27. El I. ). 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOBEHA. 

67 . Se i dae cerchi CAE , CBE s’ in- 

tersechino ne’ punti C , E , da’ quali condncansi 
le due corde CÀ , AE allo stesso punto A del cer- 
chio esteriore , congiunta la BE nell’ interiore , sa- 
rà dato di specie il triangolo ABE . 

Din. Per esser dato il segmento CAE, saik dato 1’ angolo 
CAE (pr. /. ) ; ed essendo dato perula stessa ragione l’ an- 
golo EBC , e quindi il suo conseguente ABE ; sark dato di 
specie il triangolo AEB. 


-■•1 !, ' r 
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CAPITOLO V 


de’ dati di sito. 


€8. La teorica de’ siti , cbe della scienza del quanto è 
il più nobii ramo, ed il più sublime , si è trascurata di col- 
tivare da’ geometri sì vetusti , che moderni . Il sommo Eu- 
clide ne produsse il seguente principio dimostrativo , di che 

10 talora mi valgo , cioè : quando più cose Aon tra loro un 
dato sito , ciascuna di esse ha un determinato modo di coe- 
eistenza , eh' è anche incomumeabile ad ogni altra cosa , che 
vi si può intender frapposta. Ma intanto io qui si^iungo 
nuovi principj di una tal teorica , che in un nuovo , ed a- 
gevol modo ora reco . 

69. Ass. I . Quando due punti sien dati di si» 
to , dovrà esser data di grandezza la retta , che li 
congiunge . 

70. Ass. 3. Allorché diansi di sito due linee 
rette in un piano , s' intenderà dato l’ angolo , che 
comprendono nell’ incontrarsi , o la distanza loro, 
se sien parallele . 

71. Ass. 3 . Se diesi di posizione un punto, ed 
una retta j sarà data di grandezza la distanza di 
quello da questa. 

72. Coa. Se dal punto A dato di posizione colla retta BD 
conducasi I’ inclinata AB ; la grandezza di questa incidente, 

11 suo sito , e r inclinazione colla data BD son tre cose , che 
da una di esse si possono le altre due rinvenire . Imperoc- 
ché , tirata la retta AC perpendicolare a BD , il triangolo 
rettangolo ABC tien sempre queste due cose date , il cateto 


Dìgitized by Googic 


Deìr invenzione geomelned. 33 

C\ (ass.-t. ) , e V angolo retto ACB [ fig-iS-']. Dunqne, sol 
che diasi una di queste tre grandezze AB , BC , ed ABC si 
potran rinTenire le altre due ( 18 ) . 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOaCMA. 

73. Se diensi di posizione i tre punti A , B , C , 
] che non stieno per diritto j sarà dato di 
specie e di grandezza il triangolo, che ottieiisi con-* 
giungendo que’ punti con rette. 

Dim. P er l’ assioma 1 . le tré rette AB, AC, BC son date di 
grandezza . Dubque per la 8.£A/. sarà dato di spècie ,[e di 
grandezza il triangolo ABC. 

PROPOSIZIONE XXVL 

TEOBEMA. 

74» Se diensi di posizione più punti , che per A 
stieno in uno stesso piano , e non posti per dritto , 
nè men tre di essi j sarà dato di specie , e di gran-* 
dezza il rettilineo , che ottiensi congiugnendoli. 

La dimostrazione di questo teorema discende immediata-- 
mente da quella del precedente. 

PROPOSIZIONE XXVIL 

tEOBEMA, 

75. Se diensi di posiziona le tre rette AB, AC , 

3 
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BC [Jìg.^o] , che s’ incontrino, in uno stesso pia- 
no y sarà (lato di specie , e di grandezza il triangolo 
ABC , che vi si forma . 

Dim. P er I’ assioma 2. son dati gli angoli A , B , C ; dun- 
que r è dato di specie il triangolo ABC . Ma egli n’ è anche 
dato di grandezza , altrimente ogni retta bc parallela a BC 
( e Io stesso dicasi delle altre 1 avrebbe la medesima posi> 
zione della BC colle AB , AC . Lo che ripugna. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA . 

76. £ se si desser di posizione più di tre rette , 
giacenti in uno stesso piano , ed inclinate fra loro ^ 
sarà dato di specie , e di grandezza il rettilineo , 
che formasi dal loro incontro. 

La dimostrazione di questo teorema derivasi, come un co- 
rollario dal precedente. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

7 7. Se diensi di posizione un punto , e due ret- 
te inclinate fra loro , e giacenti con quello in uno 
stesso piano ^ sarà data di posizione la retta , che 
unisce il punto dato coll’ intersezione delle rette 
date . £ r angolo , che comprendono le rette sarà 
quanto quello , che vi contengono le perpendico- 
lari abbassate dal punto dato su tali rette. 
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Dm. Paht. 1. Questa dimostrasi immediatamente dagli 
kss. 4 , e 2. Infatti sia S il punto dato [ fìg. .2/. n./. ] ed 
ÀD , AB le rette date, che seghinsi in À. Sarà data di gran- 
dezza la SA per l’ assioma 1 , e la SB per lo 2. Dunque sarà 
dato r angolo SAB ( 18 ) ) e quindi di posizione la SA . 

Pak. 2. 1 due triangoli SDC , ABC [ ftg.2i. n.2. ] , che 
Bon rettangoli in D, B, hanno uguali gli angoli SCD, ACB. 
Dunque saran pure uguali i rimanenti angoli CSD , CAB . 

78. Coa.1. Di qui può rilerarsi , che importi 1’ esser da- 
ti di posizione più punti , più rette , e quali determinanti di 
questi dati debbano iiiQuire nello snodameiito di que' proble- 
mi geometrici , ore tali dati sien proposti 

79. Coa.2> Vicevena , un pimto sarà dato di sito, se ab- 

bia distanze date da due linee rette date di posizione. Impe- 
rocché , se fosse data la distanza di un punto dalla sola retta 
Ab ei non vi resterebbe determinato, potendo es- 

ser ciascun di quelli, che trovansi nella Si parallela ad AB, 
e distante per m dalla prima . £ proponendosi anche data la 
distanza n di detto punto dall’ altra retta AD , ei dovrebbe 
eziandio rinvenirsi nella Si parallela ad AD , e distante per 
n da essa . Dunque sarà forza , che un tal punto si ritrovi 
nell’ incontro delle due parallele Si , Si alle AB , Ai . E 
per tal ragione ei sarà un solo , e pienamente determinato . 

80. Def, X. Le di più pariti esistenti in 

tiD piano son due rette a squadra , alle quali si rap-* 
porti il sito di ciascun de’ detti punti. 

81 . Scoi. La fissazion di due direttrici è cosa necessaria, 
ed anche utile per le presenti ricerche , e per altre affini , 
come si vedrt qui appresso. 
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PROPOSIZIONE XXX. 


TEOREMA. 

8a. I punti A, B, C, ec. \.Jìg- aa. ] avran fra lo- 
ro un dato sito , se diensi le distanze di ciascuno di 
essi dalle date direttrici MT , MO. 

Din. E ssendo date per ipotesi le distanze de’ punti A , B 
dalla prima direttrice MT , cioè le perpendicolari AR , BT 
calate da que’ punti sulla MT ; sarà anche data la loro diffe- 
renza AQ . E così pure si dimostra esser data la BQ diffe- 
renza delle AN , BO , che son le distanze di detti punti 
dalla seconda direttrice MO . Dunque sarà data di grandez- 
sa la BA ipotenusa del triangolo rettangolo AQB, di cui sì è 
detto esserne dati i cateti . Nello stesso modo può rilevarsi, 
che sien date di grandezza le altre rette BD , DC , ec. Dun- 
que i punti A , B , C , re. saran dati di sito fra di loro per 
aver tra essi un determinato modo di coesistere ( 7 ). 

PROPOSIZIONE XXXi. 

TEOREMA. 

83. Dato il rapporto delle distanze , che ha cia- 
scun punto della curva GMR[_/^.a3.] dalle due 
direttrici AB , AN j saran dati di sito tutt’ i punti 
di tal curva : onde saprassi la di lei ramiScazione , 
ed il corso perimetrico . 

Dix. Questa verità è come un corollario della precedente ; 
e si è qui riportala per teorema per la sua eccellenza . 

84. Def.xi. La distanza^ di ciascuu ponto M del- 
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h curva GMR dalla direttrice orizzontale AO , cioè 
la MT , o la sua uguale AN , dicesì ascissa , e 1’ att- 
ira distanza MN di esso punto dall’ altra direttrice 
AN , si chiama ordinata. E 1’ ascissa colla sua cor- 
rispondente ordinata si chiamano coordinate , cioè 
le AN , NM . 

L’ ascissa AN , eh’ è una grandezza indeterminata , suole 
indicarsi per la variabile x , e per la y vi sì esprime la cor- 
rispondente ordinala MN . 

PROPOSIZIONE XXXIL 

TEoaeiiA. 

85. Se dalla genesi, e da qualche proprietà di una 
curva si ritragga il rapporto tra le due coordinate x.^ 
y, e questo poi riducasi in equazione j la natura di 
tal curva potrà legittimamente esprimersi per 1’ au- 
zidetta equazione ) e dal maneggio di questa le pror 
prietà di quella potran racoorsi . 

Dm. La natura dì una curva è riposta nel sito , eba 
bau fra loro i punti del di lei perimetro , cioè nel rapporto 
delle distanze di essi punti dalle loro direttrici ( 83 ), e fi- 
nalmente in queU’equazione analitica, in che un tal rapporto 
si converte . E sarà chiaro , che dal maneggio di colesla e- 
qiiazione si potran raccorre le affezioni dell’ anzidetta curva. 

86. DEF.XH.Una curva dicesi geometrica, se sia 
algebrica la sua equazione caratteristica . Ed ella 
si direbbe meccanica , o trascendente , se l’ equa- 
zione tra le sue coordinate involga grandezze , ed 
operazioni trascendentali. 
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87, Def. xiii.Una curva geometrica dicesi del 
fecondi ordine , se la sua equazione ascenda al se- 
condo grado. Ella si direbbe del terz' ordine , se ai 
terzo grado ne monti la sua equazione , E così più 
appresso , 

88. Scol. La linea di prim ordine è la retta , la cui equa- 
zione è del primo grado . Le linee del secondi ordine sono 
le curve coniche , cioè il cerchio , la parabola , l’ iperbole , 
e r ellisse . 

Le curve del terz’ ordine furono enumerate dal Newton , e 
posteriormente dallo Stirìing ; e potrà per esse vedersi il Cra- 
tner nell' Introduclion a V analyse des lignea courbes algébri- 
ques cap.9. 


E s g m r M 9. 

%9. Rilevar tetpuizione della curva AMG \f.24.n.1 C.2.], 
ove ciascuna ordinata MN sia media proporzionale tra la sua 
ascissa AN ; c la distanza ON del suo estremo N dalla retta 
BD data di posizione 

Sol. La data retta BD[/2^.n.y.} incontri sotto del punto 
la linea AN delle ascisse. Si meni pel punto À la retta AD 
parallela ad NO ; e ponendo AN=r, NM==_y, sia AB=a, 
ed AD = p ; sarà BN = BA — AN = a — x. Ed essendo^ 
pc’ triangoli simili BAD, BNO, BA : AD :: BN : NO, cioè, 

a : p a — x: NO ; sarà NO = ( o ^ Ma per la 

condizion della cerva dee esser NM’=: ÀN.NO. Dunque $arà 


” Questa maniera di considerar la genesi delie curve coniche sem- 
bra nuova , e può trarsi da certe verità de' Conici di Apollonio ; come 
vedesi fatto nel voi, HI, del nostro Corso geometrico , pr,7. Prenozioni,. 


Digitized by Google 


■ 


DM invtnziona geometrica. 


39 


y=:{a~-x) cìeè,y' = px — ^ . 

Che se la retta AN delle ascisse incootri al di sopra del pon- 
to A la data retta BD [ fìg.n.2. } , sarà BN = a-{-x ; e collo 
stesso ragionamento di qui sopra si troverà , per quest’ al- 

VX* 

tra curva, la seguente equazione^’ = px - — . Skchè se 

esprimasi per q il rapporto di p : o ( le quali rette dinotano 
il parametro , e 1’ asse di una qualunque curva conica) , l’ e- 
quazione generale per le linee di secend’ «dine potrà como- 
damente , e generalmente dinotarsi per 

y’ = px -f- qx' A 

£ r equazione A disegnerà una parabola , se ^ sia zero : ed 
ella ne sarà un’ iperbole , quando la q sia positiva . Final- 
mente la detta equazione apparterrà all’ ellisse , se slavi ne- 
gativa la ^ , la quale degenera in cerchio , se mai si trovi 
esser a = 1 , cioè p a . 

go. Def. XIV. Projezione di un punto su di uu 
piano è 1’ incontro , che fa in questo la perpendi- 
colare abbassatavi da quel punto . Cotesto punto 
d’ incontro suol dirsi, àdì geomelri descrittivi , pie-^ 
de di quella perpendicolare * . 

91 .Post. Per fissare il sito di un punto Z [ ftg. 25. } da- 
to nello spazio si potranno prendere ad arbitrio i due piani 
ortogonali DAB , DAC, per rapportarvclo ; e quindi : 

92. Ass. Se il punto Z , ch’è nello spazio , si projetti su 
i piani DAB , DAC in N , P , e questi punti di projezione 
sien dati di sito rispetto alle direttrici BA , AD , ed alle al- 
tre AC , AD ; quel punto sarà dato di silo . 

93.Scol. Partendo da questo principio non sarà malage- 
vole il risolvere gran parte de’ problemi di Geometria descrit- 

* |V^. la Gtomttria di Silo del Flauti. 
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(iva , che legp;onsì in quelle istilnzioni , che non ha guari si 
son prodotte dal Monge, dal Lacroix, e dal nostro Flauti '’• 
Che anzi se la cur>a YZ, eh’ è nello spazio , si projctli su i 
piani dati DAB , DAC , dalla natura delle proiezioni AN , 
AP sì potrà intendere il sito , e la natura della curva projeU 
tata YZ . Ala lasciando queste speculazioni di alieno istitu- 
to , piacenti di recar qualch’ esempio delle equazioni alle su- 
perficie , derivandole co’ pricipj esposti . 

E s B m r t 0 I. 

94. Date le due direttrici AB , AD [fig. 26.] , ed una su- 
perfide piana , che intersechi nella retta EB il piano di esse 
direttrici ; ritrovar T equazione deflnitrice del sito di ciascun 
punto M di delta superficie . 

Sol. D al punto M si abbassi la MQ perpendicolare al pia- 
no D.AD delle due direttrici , e la AIE perpendicolare alla 
data £B . Si unisca la QE ; si cali QP perpendicolare alla 
BA , e si compia il parallelogrammo QCFE. Finalmente pon- 
gansi AB = a , AP = x , PQ —y , AlQ = 2 . Ed essendo 
dato r angolo acuto AIEQ , eh’ esprime l’ inclinazione della 
data superGcic , e del piano DAB ; sarà data la ragione di 
AlQ a QE, che potrà esprimersi per quella di n ; m. Dunque 

sarà n : m :: AlQ(z) : QE, equindi saràQE =: ^ , cioè 

n 

CF = . E potendosi dinotare la ragion data di CF a CB 

n 

per quell’ altra dì ( : n>, per esser dato di specie il triangolo 
CFB rettangolo in F , sarà m : t :: CF 3 e C 04 


Si ricordi «iò che ii è detto nf/TIntroduzione , peri' epoca in cut f^ 
4 qI( autore rifatto , per f ultima volta , MS* del jjtrtserUe traitato ^ 
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ciò CB — . Ma è poi CF ; FB :: QP ; PC, essendo simi- 

li i due triangoli QPC , CFB • Punqne sarà 

e quindi PC ^ 

Il perchè essendola retta AB uguale alle sue parli AP , PC, 
CB , sarà ne’ loro simboli 


cioè, dividendo per — , 


t t Ini V V ^ 

osia s=p + ga; + jy 

ponendo ^ e — = r. 


E S $ M P l o 11, 


95 . Ritrovar V equazione di una superficie sferica , ove un 
cerchio massimo sia il piano delle due indeterminate x , y . 

Sol. Da un punto M [ flg. 27. ] della superficie sferica , 
di cui A sia il centro , si abbassi la perpendicolare MQ sul 
piano del circolo massimo DAB , ove fissate le due direttrici 
DA, AB, si cali QP perpendicolare ad AB ; e sieno AP=:x, 
QP = j','MQ = a , e ’l raggio della sfera uguale ad r . Sa- 
rà AM- = MQ’+ QA* = MQ- + QP- -f- PA” , cioè, 
a’ = z' -J- + x'. 

96. E cosi convenevolmente per altre curve potrà proceder- 
si nell’ indagine dell’ equazioni alle loro superficie . Di fatti : 

Il solido FABKF[/ì^..2^.] sia nato dalla rivoluzione della 
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figura CAD ìnlorno al suo asse CA ; e ’I cerchio EGKH ne 
sia la base , ove prendasi il diametro GII per una direttrice 
de’ punti della superficie EÀBK . Da un punto N di questa 
conducasi NR perpendicolare al detto cerchio , cd unito il 
suo centro C col punto R d’ incidenza , per la CR , si meni 
RO perpendicolare a CH. Inoltre si faccia NR = RO =/, 
CO = X. Sarà per la natura della curva RAF rapportata al- 
le coordinate NR , ed RC , la CR una funzione di RN, cioè 
potrà disegnarsi la CR per Z . Ma è poi CR' = CO’-f-OR*. 
Dunque sarà l'equazione alla superficie EABKF. 

PROPOSIZIONE XXXUI. 

TEOBEMA. 

97 .Se diasi di grandezza l’angolo APB [^/Sg-.ag], 
ed i lati PA , PB , che il contengono ; saran da- 
ti di sito i tre punti P , A , B , cioè il vertice di tal 
angolo , e gli estremi de’ di lui lati . 

E se detto angolo circolarmente si aggiri intor- 
no al suo vertice P , e nel piano delle rette PA , 
PB, finché ciascun de’ suoi lati descriva il dato an- 
golo f , i loro estremi alla fine di tal movimento 
dovran serbare date posizioni co’ punti P, A, B. 

Dim. La dimostrazione della prima parte è chiara per 
le precedenti cose . Ed eccone la dimostrazione della se- 
conda parte . Essendo 1’ angolo APa uguale al dato ^ , ed 
essendo anche dato APB , per ipotesi ; sarà data la loro 
somma , cioè 1' angolo BPa . E quindi saran dati di posi- 
zione i punti B , cd a tra loro , e col vertice P. , 


'* Per esser dato di specie , e di grandezza il triangolo APB. 
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98.Coh. £ se conducansi le rette pe’ punti À , B , a , i ; 
4]ue$te saran date di sito , e di grandezza 

PROPOSIZIONE XXXIV, 

TEOHEIIA, 

99.Se diasi dì grandezza 1’ angolo PBA [ /?g.3o.] j 
ed un suo lato PB , che circolarmente intorno al 
punto P si volga nel piano PBA, descrivendovi l’an- 
golo dato ip , pervenga nel sito Pia : dico esser da- 
ta di posizione la retta ba , ed il punto P . 

Dim. É data di grandezza la retta PB , o la sua uguale 
P6 , ed è anche dato l’ angolo BP4 ugnale al dato p, per i- 
potesi. Dunque saran dati di posizione i ponti 4 , B col cen- 
tro P di rivoluzione ; sarà data di grandezza , e di posizione 
la & B : finalmente la ba, che fa un dato angolo colla bV data 
di silo , e di grandezza , sarà benanche data di posizione • 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TBOaEMA. 

ì 00, E generalmente : Se le due figure MA,NB, 
f Jìg.Z I . ] qualunque esse sieno , abbian tra loro 
un dato sito in un piano , e ia NB circolarmente 
aggirisi intorno al dato punto P, rimanendo in det- 
to piano , e descrivendo intorno a P un angolo da- 
to f ; tali figure alla fiuc di questo moto avranno 
un dato sito. 


'• Per la stessa rsgiou , 



44 Deir invenzione geometrica. 

Dim. Celesta yerità , che per la sua importanza doreasi 
proporre in forma di teorema può intendersi dimostrala dalle 
due ultime proposizioni, ed esserne di esse un corollario. 

101. Scol. Qnesli tre teoremi son come principi euristi- 
ci per risolvere alcuni problemi di sito . £ poiché i porismi , 
di che saggiamente valeasi Euclide , soglion destinarsi a tro- 
var certi punti dati di posizione ; sarà bene , eh' io qui da 
ultimo vi proponga il seguente teorema Fermaziano , eh’ è il 
porisma 3. di un tal trattato di questo insigne geometra , ed 
altri ne aggiunga , o rilevali dagli antichi , o da’ moderni e- 
scogitali * . 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOBBMA. 

ioa.Sedal dato punto A della circonferenza del 
cerchio ACBD ] s’ inclini una qualunque 

retta AE alla data corda DC , e poi dal punto B , 
ove quella incontra la circonferenza, si meni l’ in- 
cidente BF su tal corda, sicché il rettangolo dell’ in- 
tera corda DG , e del segmento medio F£ , stia al 
rettangolo de’ segmenti estremi DF , EC nella ra- 
gion data di DC a GL ^ l’ incidente dovrà converger 
sempre ad un dato punto della circonferenza . 

* Si legga svi propalilo la prima dell* disserlaziaoi prelìmiBarì agli 
Opuscoli matematici . che forman leguito a' preienli irallali , come fu 
annunziato nel Prospetto ec. 

“Questa verità potrebbe enunciarsi più (acilmente, e poi dimostrar- 
si nel sego«ite modo 

Se da' dati pmili A , M della circonferenza UBA conducami ad 
«n terzo punto B le due inclinate AB , MB , che leghino in E , F la 
data corda DC ; larà il rettangolo delle parti eitreme CE , DE a guel~ 


Digitized by Google 


D<lt invcnziotu geomelrka. 


45 


Dm. Si unisca la retta LA . Ed essendo per sapposizione 
DC.FE : DF.EC :: DC : CL :: DC FE : CL.FE , sarà il ret- 
tangolo DF.EC ugnale all' altro CL.FE ; ed aggiungendo di 
comune il rettangolo FE.EC, si avrà il rettangolo DEC, o il 
suo uguale BEA uguale all’ altro FEL. Quindi sarà BE : lE 
:: EL : £A ; e però I’ angolo ELA , eh' è dato , sarà uguale 
ad EBF . Laonde dovendo essere di data grandezza l’ angolo 
ABM , che ha il vertice nella circonferenza , ed un suo lato 
BA diretto al dato punto A di essa, anche l’ altro lato BM do- 
vrà passare per un dato punto della medesima periferia. ^ 

PROPOSIZIONE XXXVII. 

A- ' TEOBENA. 

io3.Se diansi di posizione il cerchio EDF [^*.33] 
ed i punti À,B da’quali inflettasi la AEB,e per l’un 
de’ punti D ove questa incontra il cerchio si tiri la 
DG parallela alla retta AB tra’ punti dati ^ congiun- 
ta la FG dovrà questa pssar sempre per uno stesso 
punto della AB. 

I Dii. L’angolo FlIB è uguale al suo alterno HGD , e 
quindi all’ angolo FED , che del pari che quello è compi- 
nento a due retti dell’ angolo DGF ^ nel caso che il punto 
G cada al di sotto di F , come nella presente figura , o pa- 
lo ùttt inleni DC «Ma pari* mtdia FE t$mpn in una dola ragàn». 

Dal punto A s' inclini sulla DC la AL, sicché I' angolo ALE sia quan- 
to rangolo dato ABH ; starà AE : EL :: FE : EB , e 'I rettangolo HiEF 
in EL sarà aguale a quello di AE in EB . e quindi all' altro di DE ie 
EC : togliendo dunque di comune il rettangolo di FE io EC , rimarrà 
il rettangolo di FE in CL uguale a quello di DF in EC . Laonde questi 
due rettangoli serberanno ugual ragione all'altro di DC in FE ; ed a- 
vendosi perciò DF.EC : DC.FE :: FE.CL : DC.FE ;; CL ; CD , la pti- 
mia di queste ragioni sarà data al par dell' ultima — C. B.D. 
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re esiste con esso net medesimo segmento , se il punto G ca« 
da al di sopra di F. Quindi i due triangoli ABE , HBF che 
hanno comune 1’ angolo in B, ed uguali gli angoli AEB,BHF 
saranno simili ; ed avrassi EB : BA Bil : BF ; ed il ret- 
tangolo ABH sarà uguale all’ altro EBF , eh' è dato per esse- 
re uguale al quadrato della tangente che dal punto B tirasi 
al cerchio EDF . Laonde essendo pur costantemente dato il 
rettangolo ABH , ed il suo lato AB, dovrà essere ancor da- 
to l’altro BU, e per conseguenza il punto H risulterà dato di 
posizione nella AB. 

104. Con. Tirata la DF diasi in essa di posiziono il pun- 
to C , che congiunto con l’ altro H poc’ anzi determinato , si 
tiri per D la DI parallela alla HC , ed uniscasi il punto I 
con r altro G . Dovrà ancor questa IG incontrare la HC in 
un punto L dato di posizione. 

Imperocché essendo, per le parallele HL,DI, ugnali a due 
retti gli angoli HLG , DIG , e DIG uguale a DFG, o supple- 
mento di esso, secondo i due casi considerati nella dimostra- 
zione precedente ; risulterà nell’ un caso o nell'altro l’ ango- 
lo IILG uguale all’altro HFC. Laonde essendo equiangoli! 
triangoli HLG, HFC sarà GH : HC :: HL : HF, ed il rettan- 
golo CHli uguale a GIIF, eh’ è dato per pareggiare il quadra- 
to della tangente che dal punto dato 11 tirasi al cerchio DEF. 
Adunque essendo ancor dato il rettangolo LHC , ed il suo 
lato Cll , ne sarà pur dato l’ altro IlL , e quindi il punto L ri» 
sulterà dato di posizione. 

PROPOSIZIONE XXXVIIl. 

TCOBEMA. 

105. Preso un punto G [Jìg.Z^.'] nel prolunga- 
mento del diametro AB del cerchio AEBD vi si tiri 
ovunque la secante GE ^ c poi si unisca il punto E 
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coir estremo D dell' arco AD uguale ad AE ; la 
retta DF che congiugne tai punti , segherà sempre 
in uno stesso punto il diametro AB . Ed oltre a ciò 
la GA resterà divisa armonicamente in B , A . 

Dim. Si unisca la retta AF , e per H conducasi la retta 
HR parallela alla secante GE ; sarà 1’ angolo HRF uguale 
al suo alterno RFE . Ma è poi quest’ angolo RFE uguale al- 
r altro AFD , insistendo essi sugli uguali archi AE , AD. 
Dunque sarà l' angolo HRF uguale all' altro HFR ; e quin- 
di HF uguale ad HR . 

Inoltre i due angoli BFG , EAB sono uguali , perchè cia- 
.scuno di essi unito ai medesimo angolo BFE farebbe due 
retti. Ed è pure BFD uguale a DAB .El.IH.). Dunque, 
siccome sono tra se ugnali i due angoli EAB , DAB , cosi 
saran pure uguali gli angoli BFG , BFH . E quindi per la 
3. £/. V‘1 . dovrà stare GB : BH :: GF : FH , o ad HR. Ma 
pe’ triangoli simili GAF , HAR è GF : HR AG : AH . 
Dunque sarà GB : BH AG : AH ; e permutando GB ; 
AG BH : AH . Vale a dire la GA è divisa in B , H ar- 
monicamente (§.6^. &;z. Con., voi. III. del Cono geometrico). 
£ non potendo esser talmente divisa , che nel solo punto H ; 
le diverse rette , che uniscono i punti D , F , come si è pro- 
posto , passeranno pel punto H. 

406. CoB. Se la retta GII comunque divisa in B si pro- 
lunghi in A , sicché stia GA : AH :: GB : BH ; il semicer- 
chio descritto su di AB sarà tale , che le GF , FH inclinate 
in esso da' dati punti G , H son sempre nella ragione di GB , 
BH . E questa verità , che altrove ho esibito , potrebbesi in 
questo nnoTO modo , e più elegante degli altri dimostrare. 
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PROPOSIZIONE XXXIX. 

TEOHEMA. 

1 07 . Se (lai punto F esistente fuori del cerchio 

AKB si tiri per lo centro L la secante 

FA , la quale si divida armonicamente in G, e dal 
punto F si elevi la FP perpendicolare alla FA : di- 
co , che debba restar divisa armonicamente ogni 
reità , che conducasi per lo punto G , e si arresti 
tra la circonferenza di quel cerchio , e questa per- 
pendicolare, cioè dovrà stare RP:PR :: RG :GK. 

Din. Essendo , per ipotesi , AF : FB;;ÀG: (ÌB , sarà 
componendo AF + FB : FB AB r BG , e prendendo le 
metà degli antecedenti, sarà LF : FB LB : BG , e quindi 
convertendo LF : LB 1 : LB ; LG . Dunque sarà LF.LG u- 
guale ad LB' , e tolto da questi spazj il quadrato di LG , 
dovrà restare il rettangolo FO.GL uguale allaltro AG.GBt 

Ciò posto , si abbassi dal centro L la retta LS perpendi- 
colare alla KR ; saranno equiangoli, e simili i due triangoli 
GFP , GSL . E dovendo stare PG : GF :: LG : GS , sarà il 
rettangolo PGS uguale all’ altro FGL , e quindi ad AGB , 
che gli si è mostrato uguale , cioè ad RGK . Dunque per l’ e- 
gualita di questi rettangoli PGS , RGK , come il sou pure u- 
guali gli altri due FGL , AGB , le due rette AF , RP son di- 
vise proporzionalmente ne’punli B,G,L, e negli altri K,G,R. 

108. Cor. 1. Essendo LF : LB LB : LG , se per G si 
distenda la corda OV perpendicolare alla BA , sarà tangente 
la retta , che passa pe’ punti F , 0 , e quella benanche , che 
Unisce i punti F , V . 

109. Cor. Q uindi è chiaro che: Se da un punto F c$i$knie 
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fuori Ji un cerchio si conduca la langer^e FO , c la OG ordi- 
nala alla FÀ) che passa pel centro, dovrà la FA esser divisa 
armonicamente ne' punti G , B ; o viceversa : Se da un punto 
a esistente dentro di un cerchio si conducano al diametro AR, 
T osidinata GO , e la tangente OF , dovrà parimente la AF 
esser divisa armonicamente ne’ punti G , B . 

X PROPOSIZIONE XL. 

TfOnEMAi 

1 IO. Se dal punto A [ Jì^. 36. ] parlano le tre 
rette AB , AC , AD , le quali dividano armonica- 
mente la quarta retta EF terminata in E, talché stia 
EF : FH :: EG : GH ; ogni altra retta EB, che dal 
secondo de’delti punti si conduce alle tre prime ret- 
te, dovrà rimanere da esse benanche armonicamen- 
te divisa, cioè, dovrà essere EB : BC :: ED : DC, 

Dim. Per ipotesi sta EF : FH : : EG : GH . Ma la prima 
di queste ragioni è uguale a quella di EB : IH, pe’ triangoli si- 
mili EFB , HFl ( intendendosi distesa per H la IK parallela 
a BC ) . E la seconda di esse , pe’ triangoli simili EDG , 
GKH, è uguale alla ragione di ED ad HK . Dunque starà EB : 
IH :: ED : HK ; e permutando EB:ED:;IH:HK:;BC:CD. 

lll.Coa. Di questa proposiùone n'è inversa la seguente 
altra ; & i due lati BE , FE del triangolo BEF sieno divisi 
armonicamerUe ne’ punti C , D ; Il , G ; le rette CU , DG, 
che vi congiungono le sezioni corrispondenti, dovranno conver- 
gere ad uno stesso punto della base BF prolungata , se pur» 
non le sieno parallele . 

4 
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PROPOSIZIONE XLI. 


TEOREMA. 

1 12. Se i tre cerchi EFG, GIH, EHI [Jìg-^’]- 
n. 1 , 2, e 3.] s’intersechino scambievolmente ^ le tre 
rette GR , EF , IH , che passano per le sezioni di 
ciascuna coppia di essi, dovransi intersecare in un 
sol punto j se pur non sieno parallele. 

Dim. Cab. 1. Le due prime rette GK, EF [ fìg n.4 e 2. ] 
sechÌRBÌ in a : dico, che per questo stesso punto debba ps- 
Bare la terza retta IH. 

Imperocché , se ciò noi sìa , si unisca la retta la , e que- 
sta non pssando per II dovrà in S , R tagliare il cerchio 
GUI , e r altro EIH . Sarà dunque il rettangolo laS ugna- 
le all’ altro GaK , pi primo cerchio GUI , e quindi al co- 
stui uguale EaF , pel secondo cerchio EFG. Ma questo me- 
desimo rettangolo EoF , pi terzo cerchio EIH , è quanto il 
rettangolo Rai. Dunque sarà il rettangolo Sai uguale all’ al- 
tro Rai. Lo che ripugna . 

113. Cab. 2. Che se la GK suppngasi parallela alla HI 
[ fig.n.3.] , dovrà anche la FE esser prallela ad entrambe . 
Perchè se la FE incontrasse la GK in a , congiunta la al , si 
dimostrerà come poc’ anzi , che questa non pssa intersega- 
rc i due cerchi GHI, HFE in due punti diversi, ma che deb- 
ba passare per H. Adunque la HI non sarebbe parallela all» 
GH come sì è suppsto, che prciò la FE dovrà esser neces- 
sariamente parallela alla GK. 

114. Con. Se tre cerchi scambievolmente si tocchino ; le 
tangenti che ad essi conduconsi ne’ punti di loro toccamen- 
ti , dovranno incontrarsi in un medesimo punto. 
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PROPOSIZIONE XI.II. 

TEOKEMA. 

1 1 5. Se diensi di grandezza , e di sito I tre cer- 
chi A, B, C [^g.38.], ed a ciascuna coppia di essi 
tirinsi le tangenti comuni , i cui concorsi sieno re- 
spettivamente F, E, D : dico esser per dritto questi 
tre punti. 

Dm. Si uniscano per la retta FD i due punti F , D , in essi 
dovrà cadere il rimanente punto £. Imperocché condotta dal 
punto C la GL parallela ad AB , si chiamino a , & , c i raggi 
de’ dati cerchi A,B,C. Sarà a ; i AF : FB (-f.El.FJ.) ; e 
b : c y, BD ; CD;:BF ; GL, pc’ triangoli simili BDF , GDL. 
Dunque , ex acquo , dovrà essere o : c ;; AF : GL . Ma 1’ è 
poi a ; c :: AE : GE . Dunque sarà AF : GL AE : GE ; 
c quindi il punto E dovrà staro nella FD. 

116. Scol. La dimostrazione di questa verità è dovuta al 
Flauti *. Intanto da ciò può arguirsi non esser vera 1’ opinio- 
ne di certi analisti oltramontani » che a questo teorema non 
M possa recarsi una dimostrazione propria , ed a priori , ma 
M che debbasi quello rilevare dalla soluzione descrittiva del 
M problema di condurre un piano tangente, a tre sfere date di 
» grandezza e di silo ». Anche la dimostrazione del teorema 
precedente , eh’ è assai elegante, l’ è opera del lodato Flauti. 


* Si rimonti alt epoca in cui fu ordinalo dal Pergola il presente trat- 
tato , peri ultima volta , da noi espressamente indicala netrintroduzìo- 
ne ad esso ; e si legga sul proposito la nota corrispondente i» fine della 
(ìeomelrìa di Sito del prof, flauti , che contemporaneamente si pubblica 
per la tersa volta . 
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CAPITOLO \I. 


DEI DATO Air.F.BBlCO DI I NA RETTA , E DEL MODO 
DI CEOMETRICAIlEJiTE ESIBIRLO. 


1 17 . Il yalore di una grandeiia continua , c la di lei geo* 
metrica esibizione son due cose interamente tra lor connesse, 
sicché dall’ una può V altra derivarsi . Ma pure il più delle 
volte addiviene , che si richiegga un metodo trascendenU 
per siffatta determinazione . lì sol nelle rette ricscon facili, 
ed elementari questi problemi , eh’ io riduco a due princi* 
palmenle ; Y un de' quali è inverso dell’ altro . Cioè ; Da- 
ta r tfprtesionc algebrica di una retta , coslruitia geometri- 
mente . E viceversa ; Date il rapporto , o ’l tilo di una ret- 
ta a più grandezze, date , rilrarne t algebrica espressione di 
tal retta . Il primo di questi dne problemi è risoluto in que* 
sto capo , e ’l secondo nel secondo libro. 

PROPOSIZIONE XLIII. 


TEOREMA. 


I l8. 


La frazione analitica 


abbia un fattore 

pqr 


di più nel numeratore , che nel denominatore , e 
ciascuno di essi dinoti una retta data di grandezza ^ 
la detta frazione sarà 1’ ultima delle quarte propor- 
zionali ritrovate nel seguente modo : cioè, la prima 
dopo le tre rette p, a, b, che chiamo J , la secon- 
da , che dico J? , dopo le tre rette 9 , c , j la terza 
C dopo le tre altre rette r,d,B, ec. 


l)iM. Le proposte Roalogie son le seguenti p : a :: b : J , 
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^:e r. : B ,r: di: B : C, ec. Dunque dalla prima di es- 
se dovrh raecorsi , che sia = a e quindi = — . E 
la proposta frazioue , che potrà avere quest’ altra forma 

— X — , diverrà uiraale ad 

V qr ^ V /• 

Similmente , per la seconda delle anzidetto analogie-, es- 
A c 

tendo qB ~ Ac y sarà B — — , e quindi dovrà divenirne 
Bd . 

s= — , e ciascuna di esse n esprime il proposto fratto» 

FiBafmente dalla terza analogia ricavasi nC= Bd , cioè, 

C = — . Dunque sarà C = . 

r ^ fqr 

E questa dimostrazione, che ho feriuata in tre sole analo- 
gie , potrebbe nello stesso modo progredir più oltre , se i 
fattori del numeratore nel proposto fratto sien più di quattro. 

119. Con.1. Conquesto stesso artiCcio può costruirsi una 
frazione poliaomia nel solo oumeratore, o nel solo denomina- 
tore , o in amendue, se mai cotesti polinomj sien risolubili 
in fattori semplici , ciascun de’ quali dinoti una retta data 
di grandezza . Cos'i , per costruire la seguente frazione 

( a'e — 2 oòc -I- b‘c) , . , .afo — 6)(a — 6) 

-r — , o la sua trasformata 

" {m-j-n)(m — n) 

giovali fare ni n : a :: a — b : A , cioè ritrovar la 


retta A terza propozzionale dopo le due ra n , ed a — 4, 
e poi la B quarta proporzionale dopo le tre m — n , c, ed A^ 
Sarà B la retta espressa dal proposto frati». 

120. Con. 2. Se propongasi a costruire una frazione, 
che abbia nel suo numeratore , o nel suo denominatore più 
fattori , o meno dì quanti vi si richieggono a tal uopo, dovrà 
moltiplicarsi il denominatore , o il numeratore por l’ luiità 
un», o più volte, sicché tal fratto acquisti la prescrìtta for- 
ma . E quest unità non è , che una retta presa ad arbitrio , 
quando quel fratto prepongasi astrattamente . E s' eì emer- 
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ga dalla risoluzione di un problema , la detta unità dovrà es- 
ser quella retta , che vi si è dovuto porre uguale ad 1. in 
risolvendolo. Imperocché ninna retta può avere un’ asimme- 
trica espressione , se non siesi posta un’ altra uguale ad I , 

come dall’ Mgebra l’ è chiaro. £ quindi la frazione 

quistcrà la forma lineare , moltiplicandone il numeratore per 
r unità due volte di seguito ; onde si dovrà , come qui sopra, 

costruire 1 emergente fratto — ri ' 

PROPOSIZIONE XLIV. 


PROBLEMA. 


lai. Costruire la frazione 


■tlm 


ì><ì 


,clie 


sia mononiia nel solo deiiominatorc , ed ove le a , 
h, c, p, tj, k, l, /«, ec. dinotino rette date di gran- 
dezza . 


Sol. Q uesto problema , che ben si conosce esser un corol- 
lario del precedente teorema , può in questo due guise ef- 
fettuarsi . 

Se il numeratore della frazione proposta sia risolubile ia 
fattori semplici, ella si costruirà pel cor.f. dell’ anzidetto 
teorema . 

£ se ciò noi sia , eccone lo snodamento del problema . 

1. Si scinda un tal fratto nelle sue parti „ 

r pq ’ pq ’ 

e vi si facciano le riduzioni , se sia d’ uopo . 

2. Si ritrovino le rette P , Q , cc. uguali alle frazioni par- 
. abe klm 

ziali , —, cc. (118). 

pq pq ^ ' 

La retta i’ + (> Ì ... sarà espressa dal preposto fratto. 
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La dimostrazione è chiara dalla rapportata operazione , e 
dall’ antecedente teorema . 

PROPOSIZIONE XLV. 


raOBLEMA. 


12 3 . Costruire la frazione — , che lia un 

pqrs i f ghi 

monomio per numeratore , ed un polinomio per de- 
nominatore . 


Sol. 1 . Nel numeratore della frazione data si lascine due 
de’ di lui fattori , quali ne parranno convenienti , cioè che 
sien diversi , se può esserlo , dagli altri fattori de’ termini 
del denominatore , come nel caso nostro si lascino i due c , d 
nel numeratore ; e poi si divida ciascun termine dei detto 
denominatore per gli altri fattori rimasti nel numeratore, cioò 
per abe . Dovrà essere la proposta frazione 

alicde cd 

=: Y 

Vqrti.fghi yqrn fgh i 

a bt abe 

2. Inoltre si ritrovino le rette P , Q respettivameute ugua- 


li a’ fattori LUI f pr.43. ) . 

abe ’ obe ^ ' 


3. Finalmente si prenda la retta R quarta proporzionale 
io ordine alle tre rette P + Q, c, d -, ella ne sarà csj>res3a dal 
proposto fratto. 

Dim. Dividendo si il numeratore , che il denominatore del- 
la fraziono data per abe n’ emei^e quel fratto , eh’ è nel se- 
condo membro dell’ equazione V. Ma i termini del suo deno- 
minatore son le rette P ± Q , cioè un tal denominatore u’ è 
la retta Pii. Q , e ’l prodotto delle rette c , d n’ c il nume- 
ratore . Dunque la retta R quarta proporzionale dopo le tre 
rette Pi. (I , c , d , sarà il valere del fratto , eh' è il s«- 
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condo membro dell' equazione V. , e quindi anche del primo 
membro , eh’ è la proposta frazione. 

PROPOSIZIONE XLVl. 

rnOBLEMA. 


1 a 3 . Esibire una retta uguale alla frazione 

abcd±fgki i 

— ; , eh e pulinomia si nel numeratore , che 

klm * 

nel deoomiuatore, ed ove ogui grandezza a, b, c,d, 

f , k , l , m , p , esprime una retta data di 

grandezza . 


Sol. Se tanto il numeratore, che il denominatore del pro- 
posto fratto sien risolubili in fattori seuipliei , o lineari, col 
metodo della proposizione prima si costruirà un tal fratto . E 
se ciò noi sia , come 1’ è ordinariamente , eccone gli artifizj. 

1 . Si scinda il dato fratto nelle sue parti , che si vedran- 
no dover esser le seguenti: 

a b cd fbgi 

klm + pgr ’ klin ipqr 

2. Si ritrovi pel problema precedente la retta P uguale alla 
prima di queste frazioni parziali , e l’ altra Q uguale alla so^ 
cooda . Sarà la retta Pi Q uguale al proposto fratto , 

PROPOSIZIONE XEVII- 


' TEOaEMA, 

oif c de 

i24tSela frazione abbia due fattori di più 

pqr 

nel numeratore , che uel denominatore , e ciascuno 
di essi disegni una retta data di grandezza , tal fratto 
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dovrà esprimere ua rettangolo , di cui un lato n’ è 
l’un de' fattori del numeratore, per esempio la e, e 
r altro è quella retta espressa dal fratto , eh’ è ri- 

, abed 

masto con quel fattore di meno , cioè . 

^ yqr 

£ presa la retta P media proporzionale tra le due 
rette c, ed j sarà P’ uguale alla proposta £ra- 

. ab e de 
zione . 

yqr 

Dim. La frazione 1’ è una retta ( pr. 43. ) , che 

pqr 

chiamisi C . Dunque moltiplicando per e si quel fratto, che 
questa retta, sari uguale ad e (7, e quindi anche a P’. 

1 ‘25. Coi. 1. Se vogliasi ridurre a quadrato una frazione , 
che non abbia due fattori di più del numeratore , che nel 
denominatore , converrà moltiplicare questo , o quello per 
r unità una , o più volte , talché ottengasi la dovuta condi- 
zione del fratto . Su di che vedi il cor.2.prop. 43. 

126. Con. 2. E lo stesso dee dirsi di una frazione polino- 
mia nel numeratore , o nel denominatore , o in tutti e due , 
quando sien essi risolubili in fattori semplici , e ve ne ab- 
bian due di più nel numeratore , che nel denominatore . 

PROPOSIZIONE XLVIII. 

rnOSLEMA. 

127 . Ritrovare un quadrato , che pareggi la dif- 
ferenza de’ quadrati delle due date rette M , N. 
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Sol. Questo problema elementare , può avere la seguente 
semplicissima soluzione . 

Premiasi un punto C [ ftg.39-'] in una retta indefinita LE, 
e da esso vi si tronchino le parli CA , GB , respettiramento 
ugnali alle dato rette M,N ; di poi col centro C intervallo CA, 
che sia la maggiore di quelle rette, si descriva il semicerchio 
ADE, che seghi in un punto D la perpeudicolare BD, ele\a« 
ta sulla minore GB dal suo estremo B . 

Il quadrato della BD sarà quello , che si cerca . 

Dia. Imperocché il quadralo della DB è uguale alla diffe- 
renza de' quadrati delle due rette CD , GB {47.E.I.J.), cioè 
della loro uguali M , N. 

PROPOSIZIONE XLIX. 

FROBLEMA. 

1 38. Ritrovare un quadrato , die uguagli i qua- 
drati delle date rette M, N, P, ec. 

Sol. Si dispongano ad angolo retto le due date rette M,N, 
e vi si congiunga 1 ’ ipotenusa , il cui quadralo , come 1 ’ è 
noto ( hi. ELI. ), sarà uguale alla somma de’ quadrali delle 
due M , N . Da un estremo di quest’ ipotenusa le si alzi la 
perpendicolare uguale alla retta P , e si tiri benanche l’ ipo- 
tenusa di questo nuovo triangolo rettangolo . Sarà il di lei 
quadralo uguale a’ tre quadrati delle M, N, P insieme presi. 
£ cosi più oltre si procederebbe, se vi fosser piu rette date 

La dimostrazione apparisce dall’ operalo . 
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PROPOSIZIONE li. 

PROBLEUA. 

lag. Costruire un radicale quadratico , che ab- 
bia sotto dei suo segno più termini di seconda di- 
mensione . 

Sol. 1 . Ciascun di questi termini si riduca a quadralo , se 
pur noi sia 

‘2. Ritrovandosi positivi que' termini , o i quadrati , che 
li pare^ino , si prenda un quadralo uguale a’ que’ quadrati 
presi insieme , e ciò per lo problema precedente . Sarà il 
lato di un tal quadrato la retta , che si domanda . 

3. Che se que' termini sieno in parte positivi, cd in parte 
negativi , converrà trovare un quadrato uguale alla somma 
de’ iiuadrati positivi , ed un altro a quella de’ negativi , co- 
me si è nell’ antecedente problema praticato . E dinotisi per 
P ' il primo di questi quadrali , e per Q’ l’ altro. 

4. Finalmente si ritrovi il quadrato di im’ altra retta R, che 
uguagli la differenza de’ quadrati della rette P , Q {j>r.48.'). 

La retta R sarà quella, che si domanda : cioè il rapporta- 
to radicale sarà geometricamente esibito per la retta R- 

La dimostrazione è chiara per 1’ operazione . 

130.Esemf.VuoI costruirsi l’espressione radicale seguente 

V(ai— ic + ff-— r) 

Si prenda il quadrato della retta P uguale ad a 4 e l’al- 
tro della retta Q uguale a Ac p. Sarà ab — Ac g ’ — f ‘ 
s: P* — Q’ . Inoltre il trovi per la prop. 48. il quadrato di 
una retta R uguale a P’ — Q’. Sarà la retta R quella, che ne 
disegna V( -f g’ — f‘)i 

V 

,S. 
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PROPOSIZIONE LI. 

TEOHEVA.. 

i3i. Costruire geometricamente il radicale qua- 
dratico universale vo C±( V«4 mn i dcfg 
ove ciascuna delle grandezze a,byC,(l,e,f,g,m,n di- 
noti una retta data . 

Sol. t. II reUangoIo ab , o qualunque altro , che !<ia sot- 
to del secondo radicale , riducasi a quadrato, se pur non sia 
MB quadralo ; ed ei si dinoti per^’ ; diverrà 

^(abmn'iidefg') — \ {p’mn cdfgj := p V( nin ± 

2. Si ritrovi una retta uguale a V ( mn ± — (128.)., 

3. E tra questa retta , e 1’ altra p si ritrovi la media pro- 
porzionale Q : come anche l'altra P media proporzionale tra 
6 , c . Sarà il proposto radicale 

v' Qc ± ( abmn ± edfg )y= \f ( P" — Q' ) 

4. Finalmente si ritrovi il quadrato di una retta R uguale 
*P' — Q'{pr.48.) . 

Sarà R l’espressione geometrica del radicale universale pro- 
posto . 

La dimostrazione intendesi dal tessuto delle addotte ope- 
razioni . 

PROPOSIZIONE Lll. 

raoBLEUA. 

1 33. Ridurre respetti vamente a cubo, ed a biqua- 
drato i seguenti tnononij abc, abcd , ove le a, 6, 
c, d, dinotino rette date. 
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Sol. Cas. 1 . Si ritrovi la retta A media proporzionale tra 
le altre due a , b •, e poi s’ inteodan prese le due medie pro- 
porzionali tra la retta c la c*, ed esse sieno M, M' . Di- 
co essere il monomio ub c uguale al cubo della M , eh' è la 
prima di queste due medie proporzionali . 

Imperocché essendo ab zc A\ per costruzione, sarà ab ù 
= A'c : e quindi dovrà stare A^ : a b c i: A* : A'c. Ma la 
seconda di queste due ragioni è uguale a quella di : c , 
e questa l’ è quanto 1’ altra di A[^ : per esser le quattro 

rette A,M,M\c continuamente proporzionali (def.H.EL V.). 
Dunque sarà A^ : ab c A^ : , e con ciò abe ugnale 

ad M\ 

Cas. 2. Si ritrovi la retta A media proporzionale tra le due 
tlate rette a , b , e 1’ altra B anche media proporzionale tra 
le rimanenti c , </. Inoltre si prenda la C media proporziona- 
le tra le anzidette inedie, cioè tra le A, B. Sarà C*= abed. 

Imperocché sostituendo nel monomio abed per ab 1’ A' e 
per ed la B' , sarà abcd= A'B' . Ma 1’ è poi C' = AB , 
e quindi = A’B' . Dunque sarà abed = C‘' . 

133. Scol. Rappresenti abed. ... T un prodotto di n 
{attori lineari che voglia trasmutarsi nella potenza X” ; e 
supposto che il numero di quelli meno uno, che sia l' ultimo 
T , siesi di già ridotto alla potenza P"— • , sarà X T 
= , la quale equazione indica , com’ é noto, esser la X la 

prima delle medie projiorzionali al numero n — 1 tra P, e T 
e però la chiesta riduzione dipenderà da questa, e dall’ altra 
che v’era bisognata per ridurre a potenza perfetta il prodotto 
precedente di n — 1 fattori lineari. Sicché ripigliando il ra- 
gionamento là dove si era lasciato dall' autore nella prece- 


* Quoto problema sani m appresso geomelricaments risoluto nel suo 
proprio luogo ; e può di esso vedersene la corrispondente soluzione al- 
gebrieo^tomelrica nst Trattato analitico de' Luoghi Solidi , che fan se- 
guito eU( altro delle Sezioai Coniche analitiche del Pergola . ai Jj. 132. 
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(lente proposizione, se n = 5, P*— ■ sarà di quattro dimensio- 
ni , e determinabile dal caso 2. del problema superiore , e la 
X sarà la prima delle quattro medie proporzionali tra P , T. 

Che se n = 6, sarà P“~' = P®, e per la X dovrobbesi as- 
segnare la prima di cinque medie proporzionali tra P e T. 
Ma in questo caso , e negli altri analoghi , cioè che il nume- 
ro delle dimensioni sia divisibile per 2, si vede chiaramente, 
che r espressione proposta, potendo prendere la forma A’B' 
C’. . . . dipende però dalla riduzione a potenza perfetta del- 
Tcsprcssione di metà di numero delle dimensioni, che aveva ; 
e perù , nel caso in quistione, dalla ricerca di due medie pro- 
|K)rzionali ( cojf.y.pr.prec. ). 

Continuando lo stesso ragionamento pel caso di n r= T , 
e però di P*— ' = P , sarà quindi la X la prima delle sei 
medie proporzionali tra P , 1' , e perù un tal caso si vedrà 
dipendere da questa ricerca , e dall' altra preliminare dello 
due medie proporzionali . 

E supponendo n = 8 , si dovrebbe , per ciò che si è det- 
to di sopra , scindere quel prodotto in due fattori 1’ uno di 
due dimensioni , V altro di quattro , c però la riduzione di- 
verrebbe piana , dipendente dalla ricerca di medie propor- 
zionali. Lo stesso in generale per qualunque altro numero di 
fattori eh’ esprima una potenza del ‘2. 

Inoltre nel caso di n = 9 , Tcsprcssione data prenderebbe 
la forma A’B’C' , e dipenderebbe dalla ricerca di due medie 
pro[>orzionali, e sarebbe però solido un tal caso ; come ancora 
ogni altro di un numero di dimensioni , che sia potenza di 3. 

E senza star a ripetere all’ infinito slmili ricerche , sarà fa- 
cile ad ognuno, sull’ andamento fissato, stabilirsene la regola 
generale , ed il modo di operare anche ne' casi di eccezione 
da quella . 

Circa il modo poi di poter con artifizio meccanico sempli- 
cissimo rinvenire quante medie proporzionali si vogliano , sì 
riscontri la Geometria del Cartesio, nel principio del lib.lil. 
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PHOBI.EIIA. 

1 34 . Costruire geometricamente un radicale cu- 
laco , qual n’ è il seguente 

V(aAc ±fgh ±pqr...) 

ove ìea, b ) c, d, e,y, g , k , p , <f, r ... dinotino 
rette determinate. 

• 

Sol. 1 . Facciasi , come a sul f , cosi g ad una quarta P, 
oude aerassi aPz= fg . Similmente si prenda la Q quarta 
proporzionale in ordine ad a , p , ^ , e sarà pure aQ =pq- 
E così più appresso , se vi sieno altri termini . Sarà 

\/(abc± fghàl pqril...)— V“ { bc i Ph'± Qr't...). 
‘2. Inoltre sì ritrovi un quadrato uguale al polinomio ic d; 
Ph dt Qri cc. (^pr.50.) , ed ci si dinoti per i?’. Diverrà il 

» 

secondo membro della precedente equazione uguale a^alì'. 
3. Finalmente si ritrovi per lo problema antecedente un 

cubo uguale ad aR ' , ed esso cubo si chiami A' : dico esser 
% 

la velia A abc± f g h-t. pqr ... ) 

La dimostrazione di quest’ assertiva ben si comprende 
dalle addotte operazioni . 

135. Coa. 1. Dunque sarà facii cosa V esibire una retta , 
eh’ esprima le radici cardaniche deU'equazioa cubica, che al>- 
biano la seguente forma reale 

^(i9±V(i9*+AP’))- 

136. Con. 2. £ tutte le radici reali dell' equazioni algebri- 
che saran geometricamente costruibili come da questi due ul- 
timi problemi può raccorsi . 
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137. Scol. Nel terzo libro vi sarà mostrato , che la Geo- 
metria può esibir benanche quelle radici cardaniche , eh’ e- 
mergono sotto forma immaginaria , e che al caso irreduttibile 
appartengonsi . Che anzi rileverete con meraviglia , che le 
radici reali di ogni equazione , che sia di grado supeiiore al 
quarto , si possano geometricamente esibire, là dove I’ Alge- 
bra nou sa esprìmerne i lor valori . Ed in ciò pare la sintesi 
sia dell’ analisi moderna più potente . 


Fine del libro primo. 
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CAPITOLO I. 

lA NATURA DI COTESTI QLESITf. 

i38.DEF.i.La determinazione di una grandeZ^ 
Ka continua consiste nell’ esibirla con una geometri- 
ca operazione, o nell’ assegnarle quel valore , ch’el- 
la tiene, o ad un suo determinante appartiensi. 

i3g. Def. II. E cosi pure la determinazione di 
un punto non è che 1’ esibirlo con una geometrica 
costruzione , o 1’ assegnarne ad un determinante di 
esso il valore. 

1A0. Cor. 1. Di qui si vede esser geometrico il primo mo- 
do di determinare una cosa , ed analitico , o aritmetico poi 
l’altro . 

141. Cor. 2. Una grandezza geometrica non può conoscer- 
ai altramente , che per la sua gene.si , o pel suo valore, cioè 
per la sua determinazione (t/i/. -/./.) . Duuqu’ella prima di 
esser determinata era ignota . E lo stesso dicasi convenevol- 
mente della determinazione di un punto . 

1 42. Scol. 1. La noiione del determinare quassù recata(</cf. 
1 e 2, ) parmi esser la più generale di quante ad una tal vo- 
ce si possao mai adattare. Poiché ella in poche semplicissi- 
me parole insiem comprende i diversi generi di determina- 
xioni , e le diverse grandezze da determinarsi , ed i varj 
modi di ciò fare . Or queste grandezze riduconsi a linea , 
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angoli , e figure , doTendosi per lai ricerca benanclre i pun- 
ii considerare . E le loro determinazioni son di due generi , 
cioè geometriche , ed arilmeliche , o analitiche ( def. i l.): 
e sì le une , che le altre si posson praticare su quelle gran- 
dezze , e su que' punti , o almeno , quando il convenga , su 
i determinanti di esse . Cosi , per darne un esempio di Geo- 
metria elementare, allora sarà determinato quel punto di una 
retta dato , ov’ ella resti divisa in estrema , e media ragione, 
quando con un artificio geometrico vi avrem fissato il richie- 
sto punto , o ne avrem vaiolato il segmento maggiore di tal 

retta , o il minore 

143. Scot. 2. La determinazione di una grandezza varia- 
bile , che nell' analisi sublime si suol praticare, non è la co- 
noscenza del di lei valore , o della genesi di essa ; ma è ras- 
segnarle un delinilo , ed arbitrario valore , qual ne piace al- 
I' analista ’• 


' Cioè quanto sciolgasi anatilicamcnte un tal problema , dì cui ec- 

conela .. 

Soiu«one-Sia AB = a (fig.i.) . AC = ac , e quindi CB = o — a:. 
E dovendo essere AB i AC AC : CB . per la condizione del problema. 
Sari a: x:: X '■ a — x, e con ciò *’= a' — ox, cioè x’-|- ox = a*. 
E risolvendo quest' equazione sarà x = — '/a » ± V (“’ + 'A a’ ) • 
Compon'zionr— Dall’estremo B della data retta AB si elevi la perpen - 
dicolare BE uguale ad ’/j AB. Si descriva col centro E intervallo EB 
il cerchio D Bd , che intersechi in D , d la congiunta AE . Sarà AD il 
segmento maggiore di tal retta , che si porterà in AB , descrivendo col 
centro A tflervallo AD I' arco DC . 

Se la BA si prolunghi in F , sicché AF pareggi Ad , la retta AF di- 
noterà la radice negativa della precedente equazione ; cioè ‘/ta — 
y j a’ -p 74 “V i * scioglierà un problema analogo al proposto , cioè 
di prolungare BA io F .sinché FBxBAsia uguale ad FA*. Ma non bi- 
sogna confonder le due rette AD . Ad reciproche a due date , ed a- 
>enli per differenza la D d , o AB . Io quali sempre son positive . colle 
due radici dell' equazione , AC . AF . 

> Ciò sarà dichiarato nell' introduzione all' analisi dtgt infiniti . 
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i44-Def. III. Il quesito ili un problema è quella 
cosa , che vi si dee determinar dai dati. 

1 45. CorM. D unque il quesito di un problema l'è una cosa 
ignota , o un composto di piti cose ignote. 

140. Cor. 2. E (juindi il quesito di un geometrico problema 
sarà quadriforme al par de' dati (n.2.lil>.i.) , cioè di gran- 
dezza, di ragione, di specie, e. di sito. Imperocché ad una di 
queste quattro cose sì riduce quel , che in un tal problema 
proponesi a determinare . 

147. Cor.3. Con che i quesiti de' geometri problemi rap- 
portansi a quelle medesime classi , alle quali ne riducemmo 
i dati . £ la diversit'a de’ doti da’ quesiti in ciò solamente 
dovré riporsi , che i primi son cose note per la sola enuncia' 
alone del problema , o in facil modo assegnabili : laddove i 
quesiti vi si deggiono dai dati determinare. , 

PROPOSIZIONE I. 

PRincirio. 

i48. I dati di un qualunque problema ne sono 
i determinanti del quesito. £ quivi altro non si do- 
manda , che r artifìcio geometrico , o 1’ analitico 
da poterne da’ dati il quesito rilevare. 

Diw.' I dati di ciascun problema deggiono essere idonei a 
fame determinare il quesito : altrimente ei sarebbe insoln- 
bile . Dnnque son essi i determinanti del quesito . Ed altro 
non si pretende nel risolvere un problema , che conoscerne 
il modo , siasi egli geometrico , o analitico, con cui da'suoi 
dati il qncsito si rilevi . 
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ee 


miNciPio. 

i^Q. I dati di ciascun problema debbono essere 
non solamente connessi col suo quesito, ma benan- 
che sufilcientia determinarlo. Ed io detto nesso , e 
sulbcienza la solubilità del problema dee consistere. 

Dm. Essendosi detto qcù sopra ( prec,) essere i dati di 
ciascun problema i determinanti del suo quesito , essi nella 
natura, e noi numero dovranno esser tali da potersi quel que- 
sito determinare . Dunque nel nesso de’ dati col quesito , e 
nella suflìcienza loro dovrà consistere la solubilità di un pro- 
blema, qualunque ei sia , ed in qualunque modo ne aggrada 
risolverlo . 

1 50.Riscn.Cosi la langhetza del raggio di un cerchio, quel- 
la di una corda di esto , e la grandezza deir angolo fallo in 
un de’ due segmenti troncati da quella reità, son tre grandez- 
ze talmente tra lor connesse , che da due di loro può sempre 
determinarsi la rimanente . Dunque due di queste tre gran- 
dezze saranno idati propij,e sufficienti per la determinazione 
della terza , che si richiegga. Ma una di dette grandezze sa- 
rebbe un dato insufficiente per rinvenirne ciascuna delle al- 
tre due. E vi sarebbe nn’ improprietà nella proposta, se mai 
si dimandasse la lunghezza dell’arco di ciascun segmento dal 
rapporto di due di quelle tre grandezze , e dalle lunghezza 
loro . 
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niiNCivio. 

1 5i .Se dagli Elementi di Geometria iateudcsi a- 
gevolmente il modo , onde determinarne il quesito 
di un problema da’suoi dati , un tal problerua do- 
vrà aversi per uno degli elementari \ ed il quesito 
potrà tenersi come un dato secondario di esso pro- 
blema . 

Di>. Ameadue queste porti delta proposizione sona chia- 
re da per se stesse , e col seguente esempio le illustreremo. 
Quando sia dato un angolo , dee pur esser data la sua me- 
tti , per la 9. El. I. ; e quindi anche la quarta parte di es- 
se, I’ ottava, la sedicesima , se., c generalmente la parte ^ 

di detto angolo . Inoltre bisecando un angolo del triangola 
equilatero otliensi un terzo di un retto , come per ta 32 del 
primo comprendesi. Dunque ta trisezione dell’angolo retto sa- 
rà pure un problema elementare : e dato l' angolo retto s’ in- 
tende data benanche la sua parte Oltre a ciò il proble- 
ma della divisione di una reità in estrema , e media ragione , 
qual si enuncia uella 30 del VI. degli Elementi , si deriva 
immediatamente dalla 2. del II. , ove proponesi di dividere 
una retta terminata, sicché il rettangolo della tutta in un seg- 
mento pareggi il quadralo dell’ altro segmento . E quel pro- 
blema può dirsi derivativo da questo ; imperocché dall' e- 
qualìtà di questi due spazj rettangolari quella proporzione 
di rette ne discende immediatamente , per la iT.El.f'I. Itla 
non potrebboosi dire esser derivativi dalla 2.EI. JJ. questi 
altri problemi , cioè la fvrmazioitc di un triangolo isoscele a- 
ixntc eiateun angolo alla base duplo del verticale : la de- 
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scrizione di un pentagono regolare entro di un cerchio : la for- 
mazione di tal figura su di una retta data : ec. ; poiché seb- 
bene queste costruzioni dipendano dall’ anzidetta proposizio- 
ne undecima , pure bau bisogno di molte altre verità elemen- 
tari , e di altra loro congegnazionc . 

PROPOSIZIONE IV. 
rniNcipio. 

i5a .Sebbene i quesiti de’geometn'ci problemi sie- 
no, come si è detto (§• 9.) j di grandezza , di ra- 
gione , di specie , e di sito j nondimeno ciascun di 
essi riducesi a ritrovare un punto, il qual soddisfi a 
certe proposte condizioni. 

Riscn.lo m’ immagino, che voi ncH’appreDder gli Elemen- 
ti dì Geometria , 0 nel risolvere qualche geometrico proble- 
ma avrete rilevato , che ogni quesito sulle grandezze continue 
o proponga Tindagine di un punto soddisfacente a cerlp con- 
dizioni , o che a questa quello si riduca . Cosi il primo pro- 
blema degli Elementi piani , che domanda la formazione di 
un triangolo equilatero su di una retta tenu-nata , ad altro 
non si riduce , che a ritrovare un punto , sicché lo rette, che 
Ja esso couducansi agli estremi della data , aleno uguali cd 
X questa , e fra loro . E la bisezion dell’ angolo propostaci 
quarto problema (9.EI.I.) , anche si riduce a ritrovare 
<.:i punto entro di esso angolo , talché la retta , che il con- 
.iga col di lui vertice , ne bisechi il dato angolo. Ma 
2 ' ..bè rilevar dagli eseinpj il nostro assunto , quand' ci per 
.1 ::alura della geomelrkhc dcLcimciazioiii si comprende? 
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PBINCinO. 

1 53. Quando la soluzione di un problema geome- 
Irico si è ridotta a ritrovare un punto , ogni gran- 
dezza , che ne dipende , sarà ignota al par di esso. 

£ tutte coleste ignote saran connesse tra loro , 
cioè dipendenti l’ una dall’ altra nel valore , o nella 
geometrica esibizione . 

Dia. La prima parte di questa verità è chiara da se stes- 
sa ; e 1’ altra da’ seguenti capi sarà pienamente illustrala. 

154. Avv. Nel seguente capo ragioneremo del nesso delle 
ignote per la comune lor dipendenza da quel punto ignoto , 
ove il quesito riducesi del problema . Ma le ignote sogliono 
esser connesse Ira loro per le condizioni , che le avvincono ; 
che però delle condizioni sarà bene discorrere nei cap. 111° 
£ nel lY*', e ne' seguenti capi vi parlerò de' luoghi geome- 
trici , co’ quali sì soglion quc' punti ignoti determinare ' . 


° Coti aveva t autore proposto di fare , e cosi fu puro aononziato 
nel JProipetto iM arte d' intentare pubblicato nel 1809 . Ma in segui- 
to avendo egli composto > e dato alla luce il suo Trattato analitico delle 
Setiemi Conieke , s' indusse a pubblicare in seguito del medesimo I' al- 
tro da' Luoghi geometrici ài leeoml ordine analiticamente- trattati , che 
da noi , in due altre edizioni di quel primo trattato gli è stato sempre 
aggiunto io couliauazioae ; e però abbiamo dovute qui supprUnerlo . 
ritenendovi ia sola parte di alcuni luoghi geometrici sinleticameate 
trattati . 
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CAPITOLO 11. 


«Et NESSO , cae H4N le ignote in CIAtCVN 
UEOMLTIUCO l’HOBLCSIA. 


155. Da quel punto ignoto , cui si riduce il quesito di o- 
gni geometrico problema , nasce numerosa famiglia di gran- 
dezze al par di esso ignote. Tali sono e quelle retle, che dal 
dello punto conduconsi a punii doli ; e quelle altre , ohe con 
dato sito si distendono su lince, date. , o che queste sien rette , 
o che siCn cune . Inoltre le parti di tali rette , che fram- 
mezzano linee date sovente sono ancora grandezze ignote : e 
di tal natura sono anche le potenze di coleste ignote , i loro 
rapporti , ed ogni espressione algebrica , o trascendente., che 
formisi da esse. Ma tutte queste grandezze , ancorché sieno 
tra lor diverse in varie guise , pure in ciò convengono , che 
determinandone una di esse ne restino determinato le rima- 
nenti. £ quindi da ciascuna di loro si potrà esprimer ciascu- 
n’ altra cenvenevolmcnte. Or queste cose conducono ad inten- 
der bene le analitiche soluzioni de’ geometrici problemi ; e 
perciò sarà dicevole , eh’ io qui le dichiari a sufficienza . 

i5C, Def. IV. Le ignote di ua problema si di- 
ran connesse fra loro , se ^ determinandone una di 
esse ne resti determinata ciascuna delle altre. O se al 
farsi nota una di esse \i si faccian note puranche le 
rimanenti . 

1 57. Queste ignote per brevità di dire si potran chiama- 
re ignote socie . Ed oltre a ciò la prima di esse potrà dirsi 
ignota priiieipalc , ed accessorie le altre. 

i5H. Def. V. due ignote dovran dirsi distinte fra 

’ Vc^:. quanto si è ilcttu sulla dclenuiuazione nel piincipio del eap.pt. 
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loro , se determinandoDe una dì esse non resti de- 
terminata r altra ignota. 

1 59. CoB. Dunque «e dinoteremo colla lettera x una gran- 
dezia ignota di un problema , <^ni altra ignota , che siale 
connessa, dovrà dinotarsi con un’ espressione della x. Cioè, 
per servirmi della frase de’ moderni analisti, la seconda del- 
le due ignote tra lor connesse sarà uua funzione della prima : 
e viceversa. 

160. Def. vi. Il nesso di due ignote sarà alge~ 
hrico , se per le operazioni dell’ Algebra comune 
può r un’ ignota esprimersi per 1’ altra . 

161. Def. vii. Edei si à\xe\Aìe trascendente, se 
per esprimere un’ ignota dall’ altra converrebbe ri- 
correre ad operazioni trascendentali dell’Analisi. 

162. Le operazioni algebriche , come vi è noto da’ corsi 
elementari , non son che la somma , la sottrazione , la molli- 
jilica , la divisione , t elevazione a potenza ; V eslrazion di 
radiee ; il maneggio deW esazioni , ed altre dipendenti da 
queste . Laddove i log-mi , le grandezze esponenziali, le cir- 
colari , re. son le principali , o le più semplici tra le fun- 
zioni trascendenti . 

163. Per l’ intelligenza delle proposte deGnizioni immagi- 
natevi , che un problema geometrico siesi ridotto a ritrova- 
re un punto nella data curva ANG [ flg.2. ] , il quale debba 
esser soddisfacente a certe prescritte condizioni. Suppongasi 
esser N cotesto punto ignoto , di dove intendasi ordinata la 
NM all’ asse AQ di tal curva , condotta la NT tangente di 
essa curva in N , ed elevata la NQ perpendicolare alla NT. 
inoltre si concepisca congiunto il punto ignoto N col punto 
dato S entro di tal curva , e da N condotta la NO con un 
dato angolo sulla data £D, rc.Saran grandezze ignote le ret- 
te AM, MN, MT, TN, QN, MQ, NS, NB, EO, ee. ed an- 
che tali saranno le potenze loro , i loto prodotti , il rappor- 
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io di due qualunque di esse , il silo delle medesime , ed al- 
tre simiglianti cose . Ma tali quantità saran connesse fra lo- 
ro , o ignote socie : dappoiché una sola di esse , che in un 
qoalnnque modo si determini (n. 1 38.), rengonsì a determinar 
le altre rimanenti . Inoltre il trilineo ANM , I’ arco AN, la 
superficie descritta da questo nel rivolgersi intorno ad una 
delle anzidelte linee , son pure grandezze ignote al pr dcU 
le prime , cui serban sovente un rapporto tascendentale ^ . 
Ma se in tal problema, e nella curva ANG si addìmandino 
due punti , i quali suppongansi essere N , n ; le loro corri- 
spondenti ascisse AM , Ant saran due ignote àon già connes- 
se tra loro , come si son dette le precedenti linee , ma tra se 
distinte ; ove non si consideri qualche condizione prescritta , 
che le avvinca. £ lo stesso dee dirsi di ciascun’ ignota socia 
deir ascissa AN con qualunque altra dell’ ascissa An. 

164. Scoi. Ed ecco qui appresso i principi, onde le gran- 
dezze geometriche si possono esprimere analiticamente in 
convenevol modo . 

PROPOSIZIONE VI. 

VBINCIPIO. 

i65.Se un lutto, che indichisi per T, sia compo- 
sto di due parti , di cui la maggiore sia P, R la mi- 
nore, e D la diflerenza loro j sarà sempre T=P-i-R, 
P=T—R, R=T-P ,P='/.(J'-k- D), R = 
’/s ( 7* — 7)) , qualunque sia la natura delle gran- 
dezze T, Py Ry Dy c ’I numero de’ termini di cia- 
scheduna . 


* Ciò s' intende dall* teorica della quadratura , e della reltìTicazionn 
delle curve. 
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Din. Le prime tre verità esposte in questo principio son 
chiare da loro stesse . £ per le altre due eccone un breve ra- 
gionamento preso dalla Geometria elementare. 

Lo due rette AF,FE [ flg.3. ] comunque disuguali si di- 
spongano per dritto; e bisecata in C l’intera retta AE, si tol- 
ga Cf uguale a CF . Si conoscerà per intuizione esser la F /' 
l’eccesso di AF sulla Af, cioè della maggiore AF sulla minore 
FE. Ma FC è metà di Ff differenza delle ineguali rette AF , 
FE , ed AC n' è la loro seraisomma . Dunque sarà AF = AC 
-l-CF , ed EF = EC — CF : cioè , ne’ simboli generali , do- 
vrà essere P — '/> -J- D) , ed il = /a ( T D) . 

PROPOSIZIONE VII. 


rniNcirio. 


166. La grandezza , che serbi all’ filtra G la ra- ' 
glene di m ad » , dovrà esprimersi per — , qua- 
lunque sieno le tre grandezze G, /», n, cioè note , 
o ignote , semplici , o composte, razionali , o irra- 
zionali ec. 


Dix. È manifesto essere — - : G ;; — : 1 :: : u-Dun- 

n n 

que la quarta proporzionale dopo le tre n , m, G sarà csprcs- 
imG 

sa per 

n 

167. Coa. 1. Se i lati AB, BC, AC del triangolo 

ABC dato di specie sien proporzionali alle tre grandezze r,n, 

m , e’I primo di essi , cioè AB , si chiami .v , sarà BC = 


ed AC = 


r 

168. Coa. 2. Maze il dello Iriaogolo ABC sia lellaogolo 
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in C, la grandezza r dovrà uguagUara 
Dniique sarà in Ul caso la 


BC = 


— , ed AC = 


V( V (”*’ + »’ ) 

£ questo vuoi praticarsi per la riduzione de’ calcoli . 

169. Cor. 3. La ragione del raggio di un cerchio alla sua 
periferia suol esprìmersi per quella di 1 : e . Dunque , sa 
dicasi X tal raggio , sarà xx la sua periferia . E 1’ aja di es- 
se sarà ’/i irx’ * . 

170. Con. <». La terza proporzionale io ordine alla dua 

fi* 

rette tn ed n è — . La media tra esse à \/ mn . E la quarta 
m 

proporzionale dopo le tre tn, n, r dovrà essere — . 
PROPOSIZIONE Vili. 


raiNCipio. 


1 7 1 .Se T dinoti un tutto , che abbia le grandez:-* 
jjs U y e K per sue dimensioni, talché sia T ~KH j 

r T 

sarà vicendevolmente Kxx-g , eò. qualun- 

que sieno le tre grandezze J", K, H 

Din. Queste verità han bisogno di applicazione, e non di 
esser dimostrate ; e quindi 

1. L’aja di un parallelogrammo si valuta dalla di lui base 
nell’ altezza. Dunque ciascuna di queste due rette sarà quan- 
to r aja di tal parallelogrammo divisa per 1' altra retta. 


* Vedi la Miivm iti ctrrhio , nel voi. II. del Cono gtomtiriea. 
‘ God semplici , complesse , note , ignote , 
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2. Inoltre l’ aja di un triangolo ottiensi moltiplicando la 
meU della base per V altezza , o la metà dell’ altezza per la 
base . Dunque una di queste due rette , cioè I’ altezza , o la 
base del triangolo , sarà uguale alla doppia aja del triangolo 
divisa per 1’ altra retta. 

3. E quindi se x dinoti il raggio della base di un cono ret- 
to , il cui lato sia ; sarìi •/, la base di detto cono *, ed 
'A rxy la di Ini superficie . 

4. Inoltre la solidità di un prisma , e ci6 ancora di un ci- 
lindro , ottiensi molUplicando la base per l’ altezza. Dunque 
la di lui base sarà uguale alla solidità divisa per l’ altezza : 
e quest’altezza pareggcrà 1’ aja di tal solido divisa per la ba- 
se . Sicché chiamando x il raggio della base di un cilindro , 
e s la di lui altezza , sarà '/ivx'z la solidità del cilindro . E 
*xz sarebl)e la superficie , s’ ei fosse retto. 

5. Di piu ogni piramide si misura dalla base per un terzo 
dell’ altezza . Dunque cotest’ altezza sarebbe uguale alla tri- 
pla solidità della piramide divisa per la base: e la base e- 
sprimerebbesi per lo triplo della solidità diviso per l'altezza. 

6. E se chiamisi * il raggio della base di un qualunque co- 
no , che abbia v per altezza , sarà yfe tx’v la solidità di que- 
sta figura . E da quella ciascuna delle sue dimensioni potrà 
raccorsi per lo principio precedente . 

T.Finalmente se x dinoti il raggio di una sfera; sarà ’/jira* 
r aja di un suo cerchio massimo ; 2irx" ne sarà il suo qua- 
druplo, cioè la superficie sferica ; eia solidità di quesU sfe- 
ra dovrà poi dinotarsi per ‘/ì tx*. 

172.Coa.Queslo principio può anche alle grandezze mec- 
caniche applicarsi in convenevol modo > . 


• Vegg. i lioremi di Àrthimtdt nel vol.II. del Ceno geometrieo. 

’ Coti te per t ti esprìma lo spazio di un corpo motto equabilmente, 
par i II tempo . in che questo si percorre , e per e la costante velocKà 


di Ut mobile i »arà« = » t . V = -1, e » = -L. E cosi io altre teorìa 



Dcir tiivenzioHe geomeirica. 
PROPOSIZIONE IX. 


7a 


PRINCIPIO. 

1 73 . Dato un qualunque angolo del triangoIoABC 
[J/g.5.], ciascuno de' di lui lati può esprimersi per 
gli altri. 

Dim. lolendasi dato 1' angolo A del triangolo ABC , ed 

01 esprimasi per A . E si chiamino a, b, c ì lati , che in tal 
figura sottendano gli angoli A, B, C rispettivamente; sarà AC 
ad AD , come il raggio trìgonometrico , eh' è 1 , al coseno 
dell’ angolo A . Cioè 1 : cos. A :: A : AD ( n.39. lib. I. ), e 
quindi AD =Axcos.A . Ed essendo CB’ = AC* -f- AB’ — 
‘ìBA.AD (i3.El.IJ.) ; sarò ne’ loro simboli «’ = b] + c’ — 

2 Ac. cos. A . E quindi date due delle tre grandezze a , b , c 
può darsi la rimanente , pnrchè sappiasi l’ angolo A . E lo 
stesso può dirsi per gli altri angoli ‘. 

17A. CoR. Da questa ntilissima, e generale verità di Geo* 
metria può trarsi il teorema pitagorico ; cioè se r dinoti l’i- 
potenusa di un triangolo rettangolo , i cui cateti sieno m , 
ed n , sarà r=V ; o vicendevolmente m == 

y(r’ — n’),edn = y(r* — m’), qualunque sieno le r,m,n. 

175. Scol. Il dottissimo sig. Monge ha in un’ altra guisa 
universalizzato questo teorema pitagorico; cioè: In ogni pira- 
mide triedra., di cui V angolo verticale sia composto da tre an~ 
goli retti, il quadralo della base è ugu ale a’ quadrati degli al- 
tri tre tn'an^o/i. Onde l' espressione di ciascun di questi quat* 
tro triangoli potrebbesi formare per gli altri tre ’ . 

' Se pongasi AB = a, AC =ie, e l'angolo A= ; sarà BC’ =r a’ 
•f- a;' — iax cos.tp . E questo trinomio di tanto uso nell' analisi suUi- 
me riconosce la sua origine dal lib. II. degli Elementi. 

* Si dovrebbe rettificare I' esposto teorema con dire : Il quadrato 
della dimension della base i uguale ee. [La dimostrazione si troverà nel- 
le Note alla nostra Trigonometria ). 
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PROPOSIZIONE X. 

miNcirio. 

176. Se ii punto ignoto di un geometrico proble- 
ma stia nella retta ED [ytg.ó.rt. i ,] data di posizio- 
ne rispetto a’ punti A, B, ec. ^ saranno ignote so- 
cie, e di facilissima espressione le rette, che da quel 
punto a questi si conducono. 

E tali saran pure quelle altre rette , che da tal 
punto ignoto si distendano con date inclinazioni su 
fette date di sito fra loro , e colla ED 

Dm. Part. 1. Sia C [fig.n.i. ] quel punto ignoto della 
retta ED, e su di essa da’ punti A, B si abbassino le perpen- 
dicolari AD, BE . Saran date di grandezza le rette AD, BE, 
DE. Onde polrìi porsi AD = a, BE = 6 {n.71. e 69. ), DE 
= c, DC = X, e quindi CE = c — x . E saran poi AC = 
V(o* + *’) , e BC = V (A’ + c' — 2cx+ x*) {47.El.t.). 

E cosi potrebbonsi esprimere le altre rette condotte da al- 
tri punti dati alio stesso punto C ignoto. 

Part. 2. Sia B il punto ignoto della retta ED lfig.n.2.], 
e per esso distendasi con dato sito la BBS in mezzo alle ret- 
te date FT , AR, GS. Saran date di grandezza le inlercette 
FA , AG . Onde potrà porsi AF = a , AG = i, AB = x , e 
quindi FB = a -|- x, c BG = b — x. Ed essendo dato di spe- 
cie il triangolo ABR , potrà dinotarsi per m : n la cagione di 

AB a BR . Sicché essendo m ; n :: x : BR , sarà BR r= — 

m 

Similmente si dinoti per m : r la data ragione di BF a BT ; 

sani pure m : r a -f-x : BT, eBT= o 4 - x ) , E dise- 

m 

gnando per ni : t la data ragione di BG a BS ; sarà m : I 
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;; 4 — X : BS, e BS =— ( b — x) . Che se nella retta BR 

l/l ' ' 

prendasi la parte yariabile BP = ^ , e da P sotto dati an- 
goli condncansi le PH , PK , PL sulle date RH , TK , SL , 
saranno 

PR = PB +BR=r+ ^ 

■' nt 

PT = PB + BT =7 + ^ (a + x) 

PS = PB + BS ^ (A — x). 

E per esserne ili data specie i triangoli PHR,PKT,PLS potran 
raccorsi l’ espressioni delle PH,PK, PL. E quindi facilmen- 
te potrh risolversi il problema delle quattro rette escogiuito 
da’ geometri antichi*, risoluto analiticamente dal Cartesio, e 
dal Newton coll analisi geometrica, e con metodo puramen- 
te sintetico **. 

177. ScoL. Dunque non fu colpo di genio , o d’ ingegno 
del gran Renalo delle Carle l’ aver analiticamente risoluto il 
problema antichiuimo tulle quallro retle ; ma fu conseguen- 
za dell’ innesto, eh’ ei seppe fare de' simboli analitici alle 
geometriche grandezze . E su di ciò panni , che più laude 
meritasse il geometra inglese , che con principj sintetici , e 
con questi stessi de’ geometri vetusti si fidò di sciorre , Q 
giusta il lor desio un si difficile problema ***. 


* Vedi Pappo nella prefazione al lib. VII. delle sue Maiemalickt eat« 
Itzùmi. 

” Prineifj Matematici , lem. 17 , 18 , 10. 

*** Si legga mi propotito ciò che n i detto dal tergala nel Trattato 
analitico de' Luoghi Solidi , dallo Scorta nella tua Divinazione mila 
Geometria analitica degli antichi , e da noi nella dissertazione dell' A- 
nalisi antica , e delle opere che ne trattavano, nel tol.I . degli Opuscoli 
matematici , che eteiri alla Ine e dopo il prttenle trattato . 
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PROPOSIZIONE XI. 

PROBLEMA. 

178. Data la natura della curva CMQ [Jìg. 7.], 
e’I suo sito rispetto al punto R , esprimere i valori 
delle RM , RQ incidenti da questo punto su quel- 
la linea , e della corda MQ. 

Sol. D al punto dato R si meni la RP parallela alla OK .ts- 
se della data curva ; e dal punto A si abbassi sulla qualun- 
que segante RQ , tirata per R , la perpendicolare AT . Ed 
ordinate le rètte MD , QK , si faccia RA = a , GO = c , 
GR = b , RT = u , ed RM = z. Sarà AT = \^(o’ — e’ ). 
£d essendo sìmili i triangoli RTA, RNM, c quindi RA : RT 

RM : RN , cioè a : v :: z : RN , sarà RN = — . E per 

u 

èsser poi RA: AT RM : MN, cioè a: :: z: MN, 

sarà MN = ~V( — •*’)• Dunque dovrà esser la MD = MN 

+ ND = c + -^ V(“’— «’); ^ OD=RN— RG = b . 

Inoltre sia OD = x , DM , e 1’ equazione caratlerislicà 
della curva CMQ riferita alle coordinato OD , DM sia 
A 4- Bx -p Cy -j- Dx' -p -p cc = 0 . 

Ed ecco il metodo della cercala soluzione . 

1 .In qnesl'equazioue caratteristica pongasi per? la— — 

e per j r espressione c + -^V( — *’’) • 

2. Si ordini quest' equazione rispetto all’ ignota : , che , 
come ne appare , è dello stesso grado deireqnazionc ca ratte- 
ristica della data curva. 

3. E poi si prendano le radici dell' anzidottu equazione, 0 

ti 
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i calori Ji’lla z . Kssc doviaii diiuilarp Ip incklpnli RM , p<l 
RQ ; c 1 a loro ilifTcmiza u’ pspiimorà la corda IVIQ. 

I)iM. La mpdpsìiiia pqiiar.ione coir ignota : sarebkcsi rol- 
lo stesso processo ollpiiuta , ponendo la RQ s= z . Dunqne 
le sue radici dovran dinotare i valori delle incidenti RM , 
RQ , PC. E la loro differenza ne darà le corde . 

179. Cor. Se il rettangolo delle incidenti RM, RQ sia da- 
to ( come avviene nel cerchio , ed in certe altre curve esco- 
gitate daGio.Bernoulli) ponendo un tal rcttangolo=/)’, e l'in- 

h' h' 

ridente RM = z ; sarà l’altra RQ = , e la MQ= z. 

180. Scol. 1. Alcuni recenti analisti sogliono esprimer le 
rette , che frammezzano certe linee date, col maneggiarne le 
'equazioni caratteristiche di queste. Il qnal metodo I c talora 
assai retto , ed ingegnoso . Ma altre volte egli è assai scabro 
a’ giovani, ed a’ risultati ne mette assai complessi, e difficili 
a costruirsi . Mi par dunque ragionevole , che in questi ca- 
si la brevità della soluzione , e l'eleganza del risultamento , 
che potrebbesi co’ metodi antichi ottenere , non si debbano 
sagrificarealla novità del detto metodo , c per omaggio del- 
r inventore *. 

181. Scoi. 2.Conducendo all’ignoto punto M \flg-8.'] della 
data curva AMD la tangente MR , e la normale MQ ; come 
dovran queste esprimersi per l'ascissa ÀN loro corrisponden- 

* Un tal mttado , dtl quale anche il Pergola in eeguito ti volte talvol- 
ta opportunamente , nelle tue Sezioni coniche analitiche , pubblicate la 
yrima volta tette anni dopo , eh’ egli icrireva il pretenle trattala , ha da 
gueif epoca ricevuti grandi miglioramenti , per opera di taluni indtfetti 
coltivatori di etto, da renderlo attui piu trattabile. E noi non manchere- 
mo dar di etto una battevo! conoteenza , e più appretto nel pretenle li- 
bro, e nella Geometrìa analitica di sito, illuitrando con opportuni esempj 
i vantaggi, ed i difetti del medesimo , posto sempre a confronto del Carte- 
liano da cui è derivato : come vedesi ancor fatto nelle Memorie , che fan 
teguilo al programma da noi proposto nel 1113(1 , e pubblicate per le 
stampe nel IS39. 
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tc, e come converrà Irrnaiiclic csprimmifi la soitangcnlc NR. 
c la NQ suniiornialc ? Col inclotlo Carlcsiano, di' è alquanto 
afllne a quello del proposto proMema . può ottenersi rinleii- 
lo * . E con applicarvi il calcolo dilTereniiale più spedita- 
mente ricavansi le cercate espressioni 

PROPOSIZIONE XII. 

PRINCIPIO. 

1 83. Se il nesso di due ignote di un geometrico pro- 
blema sembri nascer da una loro corrispondenza di 
sito , ove non traluce alcun rapporto tra le quan- 
tità loro ^ cotesta indagine dovrà sperarsi dall’ acu- 
me, e dalla meditazione dell’ analista. Ed a ciò par- 
mi esser destinati i porismi de’geometri antichi , e 
le equazioni locali de’ moderni. 

Risch. Q ueste cose, clic ho qui solamente indicate , soran 
poi suflìcientcmcntc chiarite da’ porismi, dalla risolnzione de’ 
problemi di sito , da' luoghi geometrici , e da aliti argomen- 
ti afliui . Intanto un nuovo genere d' ignote socie olircsi in 
un problema geomctriccT , allorché ci sia stalo analilìcanientu 
risoluto ; e sou le diverse radici reali dell’ equazione finale , 
che ne fissano i determinanti de' diversi casi di esso proble- 
ma . E per intenderle adeguatamculc convicn risalire a’ prin- 
cipi delle analitiche risoluzioni , ed a' vantaggi , che dalla 
scienza del quanto vi si ritrae. 

* Di ni fotraime ttieni ttempj nel trattalo analitico delle Sezioni 
Coniche del Ftrgtia. E te ne potranno aneor rilevare , per le tUite car- 
te, da' diverti trattali moderni di Geometria analilica . 

Qui si procede d lTirenziando l’equazione alla data curva , e poi 
prendendo il rapporto de' differenziali doll'ascissa , e de l' urdinala . 
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CAPITOLO 111. 
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483. Il quesito (U un geometrico problema offre all'anali- 
sta un gruppo eli grande/.r-e ignote , clic , come si è detto 
qui sopra (153) , son connesse fra loro , c per esser discen- 
denti da un medesimo punto , eh’ è ignoto al par di esse , e 
per esserne ad un medesimo subiclto inerenti . Ma ne’ pro- 
blemi puramente analitici , c negli aritmetici , ed in alcuni 
geomctriei osservansi grandezze ignote , che sono affatto di- 
stinte in fra loro , c elic vi si rcndon connesse per le condi- 
zioni apposte . Dunque per compiere cotesta teoria sarà di- 
cevol cosa , cb’ io vi parli delle condizioni de’ problemi . 

i84-Def. Vili. Per condizione tll un problema 
intendesi un rapporto esplìcito , o implicito , che 
propongasi tra le ignote di esso , e le grandezze 
note . 

185. Avv. Sil’unO) che 1’ altro di questi due rapporti 
può essere algebrico , o Irascendenle 1fi‘2) , proposto in a- 
fuilogia , o tradotto in equazione. E , per dare qualche chia- 
rimento all’ addotta dehnizionc, imoiaginatevi, che si propo- 
nesse a ritrovare un punto della circonferenza ili un cerchio, 
il ijuale. distasse per una retta data da un dato diametro di 
esso". Una tal condizione, come ben si vede, consiste nell’ e- 
(jvalità di quella distanza , c di ifucsta data retta ; cd è poi 
esplicito , o intuitivo cotesto semplicissimo rap]x>rto . Ma se 
vogliasi tirare una retta, che insieme tocchi i due cerchi CDR, 
ebr lfig.9.} dati di sito , e di grandezza , Cotcst’ altra 
condizione contiene un implicito , o latente rajiporto , cioè, 

“ La qual retta dee esser non maggiore del raggio . 
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elle Iti distanza de' loro ceni/-* deliba serbare una raijion detta 
alla distanza di uno di essi centri dal concorso A di detta tan- 
gente, c della Cc, che unisce tai centri. Infatti tirate a'contal- 
ti R ^ cil r i raggi CR , cr , sarà , per la similitudine de'tri- 
angoli CRA, crA , CA : cA ;; CR : cr ; e couvertendu CA, 
Cc :: CR : CR — cr 

186 . Def. IX. Du€ condizioni si potrai! chiama- 
re identiche, SiQ malgrado le diverse loro enunciazio- 
ni r una si determini per T altra. Ed esse si diran- 
no diverse , se L’ una non può nascere dall’ altra. 

187. Avv. Così tant’ è dire , che sia dato l’angolo ver- 
ticale di un triangolo, quanto che vi si dia la ragion deiraja 
di tal figura al rettangolo de' lati , clic contengon qiiull' an- 
golo (j27. /. ) : o che- sia dato di specie quel Iriangcdo , 
eh’ emerge elevando ovunque una perpendicolare ad un di 
que’ <lue lati ( U3. /. ) . Ma il rapporto de’ due lati di tin 
triangolo , la loro somma , la loro differenza , il loro sito , il 
rettangolo di essi , cc. saranno altrettante condizioni fra lor 
diverse . 

188 . Def. X. Una condizione dicesi viearia di 
un altra , se a questa quella può sostituirsi. 

189. Con. Se vi. sicno più condizioni identiche fra loro , 
ciascuna di esse sarà vicaria di ciascun'allra. 

190. Scol. P er mezzo di queste condizioni vicarie un islcs- 
sn problema può traiiformarsi in molti altri , che sebbene 
pajan diversi fra loro , e da quello ; purnondimcno essi non 
sono , che una stessa cosa . Or cotcsta moltiplicc trasforma- 
zione di un medesimo problema è uno de’ più noliili ripieghi, 

" In questo sviluppo di r.igiuni li è rapportala la soluzione di que- 
sto problema sciollo nello stesso modo da l’a|ipo ( CoHczivm Slatcm. 
jiro/i. //S tib. VII. ) . 

• y'tijijasi eziandio il lemma al n, i6T, del nostro Iraltalo della Geo- 
mclria di silo . 
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ctiu I Analisi gcomulhca sa ritrovare : ed ella insiem no mo- 
stra la più semplice , ed elegante runna, sotto la quale con- 
verrà risolverlo . io nel terzo libro , e nello scioglimento de’ 
problemi sulle Tazioni * vi conionterù col fatto la necessità 
delle vicarie condizioni . 

PROPOSIZIONE XIII. 

PRINCIPIO. 

igi. Allorché impongasi una qualunque condi- 
zione a due ignote principali j queste dìventan con- 
nesse fra di loro. 

PiM. La detta condizione fa che l’ un’ ignota sia determi- 
nabile per r altra , o die I’ una diventi una funzione dell'al- 
tra . Dunque coleste due ignote per la comlizione, clic loro 
impongasi , diventan connesse fra di loro ( 1 5t>). 


• Quato arjomentn , com' è ttulo g à indicalo nella prefazione al pre- 
lente trattato ( not. n.l5 ) non vi vtrrà ila noi cnmi>reso , come t autore 
aveva itabililo, avendone formato, ó.Sume alt altro analogo de Cunlalti 
sferici , e ad altri prMemi afpni, eijtreitamenle un volume degli Opu- 
scoli matematici ( il III. giuita il prusputtu di pubblicazione per esti) . 
Intanto chi votene da ora riicontrarlo tal guale il compose il Fregola , 
il troverà nel voi. I. degli Atti della noiira R. A. delle Scienze . 

'* Cioè , come si è detto altrove (liit)) , un' espressione iiujlunnuo . 
e comunque eooipusta da della j^iiula , e da ;;rdudezzu note . 
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PROPOSIZIONE XIV. 

piiiNCirio. 

ig 3 .Sc un problema abbia tante ignote princliw- 
li , quante sianvi le condizioni proposte ^ ciascu- 
na di delle ignole dovrà contenere un valore dcler- 
minato. 

Dim. Cas. t. Supponete esser una sola 1’ ignota principa- 
le di un problema , ed’ una benanche la condizione ivi propo- 
sta . Si conoscerà a priori dover quella contenere un certo 
valore determinato ; o che 1’ arie dell’ analista saprà poi 1 i- 
Icvamelo , o che a far questo ella non valga in alcun modo . 

Gas. 2. Immaginatevi esser due le ignote principali di un 
problema espresse per .t , ed , e due pnranchc le condiv, io- 
ni di esso , e che queste si dinotino per A , e B . Sarà chia- 
ro (184) , che la condizione A debba render determinata una 
di i|uelle due ignote per esemplala x , o che almen la debba 
render connessa con 1’ altra , sicché questa ne diventi una 
certa funzione della prima x. In tutti e due questi casi si ri- 
durrà il problema ad avere la sola condizione B , ed una sola 
ignota . Dunque in virtù del caso precedente l’ ignota a dovrà 
avere un valore determinato ; ed un altro benanche determi- 
nato dovrà competere all’ ignota y , che si è detto essere 
funzione della x. 

Gas. 3. La stessa dimostrazione può distendersi nel caso , 
che le ignole di uu problema sien più di due , ed alUellaii- 
te le eoudizioni di esso. 

I'j3. Avv. Quando diciamo esser determinalo il valore di 
un’ ignota , non dovete inferirne , eh' ei sia un solo . luqre- 


’ ‘ Qui b' iulcmlc , che (lebbao esser ilivetsc lali tondizioni , e neo 
già ideutiehc > 
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l[0<-,('bè. dalle lenric algebridic apprendeste esser tante di 
numero le radici di un equazione , quante le unità del di 
lui grado . E più giù ‘‘ rileverete , che un problema gecune- 
trieo (rossa aver più punti , ciascun de’ quali al suo quesito 
i>ia soddisfacente. 

194. Uef. XI. un problenaa dicesi determinato , 
se le sue principali ignote vi debbano avere valori 
determinati . 

195, Def, XII. Ed un altro problema si dirà in- 
delcrrnineito, se ciascuna delle sue ignote principa- 
li sia suscettiva d’ infiniti valori , e tra lor diversi. 

1 ‘JG. Scol. Immaginatevi, che ; dagli estremi A, B Ifig.-fO-l 
deWatto circolare ACB si volessero inpetlerc le due rette AC, 
RC ad un terzo punto di esso , talchi sicno nella data ragio- 
ìxe di m ad 71 : un tal problema sarà determinato essendo,- 

'* Nel tischiarameeto della prop. 16. 

lm|)Uiocclié , se le iiiclinale da' dati punti A , B ad un altro punto 
H dell'arco ACB losser benanche come m ad n , sarebbe Ali : IIB 
:: AC : CB , c permutando All : .VC :: IIB : CB , Lo che ripujjiia alla 
là. def Y- degli i’I. .Ma come potrà risolversi un tal problema ? Ecco- 
ne sulle vestigia <Ii Papiro la soluzione. 

La ragion data di m ad n esprimasi per quella della retta PQ all altra 
RS : e presa la TQ terza proporzionalo dopo le duo rette PQ , RS . si 
prolunghi AB io F, talché RF sia quarta proporzionalo dopo le tre PT, 
TQ , AB. Rai punto F si meni all' arco RCA la tangente FC. Sarà C il 
punto richiesto . 

Rm. Essendo , per oostruzionc , PT : TQ :: AB : BF , sarà compo- 
nendo I*Q : QT AF ; FB . Ma i due triangoli FC.\, FBC sono u|uian- 
goli , avendo di comune I' ajigolo F , e i' angolo C.\B uguale a BCF, 
per la 32 £t. Iti. Dunque sarà AF : FC FC ; FB , c la ragione di 
AF : FB duplicata di quella di AF : FC, per la lUf.IO.Iit, F. Ed è poi , 
per la siuiilitudiiie de' inudesiini triangoli FCA, FtiC, la ragione di AF : 
FC uguale a quella di AC : CB . Dunque sarà pure la ragione di AF : 
FB duplicata di quella di AC : CR . Ed essendo .AF ad FB , come PQ 
aQT , e questa cagiuno anche du{)licaU di. quella di PQad US.dr/'./d, 
£1. V. sarà AC ; CB :: PQ ■ US . 


Digitized by Coogle 


DeW invenzione geomclrica. 


89 


vi UB solo punto nell' arco ACR, od un altro nel sno supple- 
mento AEB soddisfacenti al quesito . Ma se : il rctlangolo 
delle inclinate JC , BG dovesse serbare una ragion data , 
cioè di m ad ny al triangolo ACB , dì qual natura sarà que- 
st’ altro problema ? Sc la ragione di m ad ti sia quanto quel> 
la del raggio alla metà del seno dell’angcdo fatto nel segmen- 
to ACB , il detto problema sarà indeterminato : poiché ogni 
punto dell’ arco ACB , e dell’ altro AEB sarebbevi soddisfa- 
cente * •• . E se la proposta ragione di m ad n sia diversa dal- 
r anzidetta , un tal problema sarà impossibile. 

FROrOSIZlONE XV. 

PBINCIPIO. 

197. Un problema determinalo dee avere tanto 
ignote principali, quante sono le diverse’’ condizio- 
ni , che vi si propongono. 

Kd un problema sarà indeterminato, se vi sieno 
più ignote principali, che condizioni tra lor diverse. 

Dim. Queste principio è una conseguenza del precedente; 
c del le due addotte delinizieiii , onde noasi esìge , che qn; 
il dimostriamo fprmalmeute. 


* Impenerhè qvuta proporzione ha luogo m ogni (riani^oto , come 
una proprietà di esso . Di fatto abbassando da A[^ fig.tO.a.^su di UC 
la perpesuNeolare AK , [ aja del triastgolo ACB risultando uguale a 
BCx'/sAB, starà ACx CB alt' aja del triassgolo ACB AC '• '/lAK 

•• ^ '• ‘h sen. ACK , 0 ACB ("rrigononi.cor.l.dcf.l.I.^ . Bperò s' in- 
tende ancora, che nel caso delta ragione di m : n diversa dall' anzidetto, 
il problema sia impossibile. 

Più con(lizi)>ni , che non sicn. diverse , ma l' una determinabile per 
r altra . deggionsi avere per una sola : 0 I pruhlenia . che abbia tanto 
ignoto , quante le ueudiziuni nvu divcisu tra ture , sarà iudetcruinalu. 
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108. Suoi.. I.Non cnnvien confondere le condizioni di un 
problema colle (grandezze note , che in esso si ritrovino . 
Dunque I’ è difettoso quel criterio pro{>osto da alcuni geo- 
metri moderni, che un problema debba dirsi determinalo, in- 
determinato , o più che determinato , secondochè il numero 
delle grandezze note pareggi , manchi , o ecceda epiello delle 
ignote . Imperocché s’io proponessi a ritrovare una retta , il 
cui quadrato adequasse i quadrati di dieci rette date, di cen- 
to , di mille , re. , un tal problema sarà determinato , tut- 
toché una sia la grandezza ignota, e moltissime le note gran- 
dezze . £ lo stesso potrete Voi raccòrrò a posteriori da 
tanti altri esempli , siccome 1’ intendeste a priori per la se- 
conda definizione del presente capo . £ sebbene i geometri 
antichi avesser detto più saggiamente , che un problema sia 
solubile , dificiente , o eccedente, cioè determinato , indetermi- 
nato , 0 piuechc determinato , secondochè tibbia le giuste 
condizioni ad esser risoluto , o ne abbia di meno , o di più ; 
pure doveasi da essi chiaramente esporre cotesta convenevo- 
lezza , che qui si è fissata nelle condizioni di numero uguali 
alla ignote. 

199. Scol. II. 1 principj di già esposti appartengonsi a tutti 
i generi de’ problemi : ma quelli , che seguono , convengonsi 
a’ problemi geometrici solamente 


'* Se prescrivasi qualche restrizione , o qualche limitazione a' va- 
lori (li un' ignota di un problema indeterminato , ei suoi chiamarsi ic- 
midelerminato : potendo ella avi-ru un solo valor det(;rininato , o duo , 
tre , <|uattro , er. tjueslo restrizioni soglion esser le seguenti , cioè , 
che i valori delle ignote sicno interi , pusiliri , razionati, re. £d i più 
facili di questi problemi soglion contenersi nella seguente espressione 
«IX -f- = a, 
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PROPOSIZIONE XVI. 

PRINCIPIO. 

300 .' La soluzione di un problema geometrico de- 
terminato dee somministrare uno, o più punti , cia- 
scun de’ quali sia soddisfacente alle condizioni di 
e^ìso . 

Dm. Ogni problema geometrico determinalo , o propone a 
ritrovare nn punto soddisfacente alle sue condizioni , o al- 
r indagine di un tal punto ei si riduce (1 52). Ma i’ eilelliva 
soluzione , che si reca ad esso problema , o eh’ ella si prati- 
chi coll’analisi degli antichi geometri, o co’mctodi algebrici 
de’ moderni , necessariamente dee somministrare un sol pun- 
to , o pur due , tre , ec. di cotesti punti soddisfacenti ; e ciò 
secondo il numero delle radici reali dell’ equazioni del pro- 
blema * . Dunque sarà vero il presente principio d’ inven- 
zione . 

201. Risch. Per la chiara intelligenza di quest’ utilissimo 
jniiicipio gioqgrà por mente ai tre seguenti problemi, di cui 
qui reco solamente i temi , e nel libro 111. li risolvo. 

1. Nel dato triangolo ABC [ fìg-H. ] vuol condursi la 
retta HS parallela al lato BC, talc/tc ella sia uguale alla sua 
distanza ED dg esso lato. 

Dall’ enunciazione di questo problema ben si comprende , 
cb’ ei sia sempre possibile, e che si riduca a ritrovare nel- 
la perpendicolare AD un solo punto soddisfacente al suo que- 
sito , cioè un punto E , sicché la ED pareggi la 111 |>arullc- 
la al lato BC. 

2. Ma se il rettangolo di quella parallela HI [ fig.i2. ], 


* Si potrà riscontrare sul proposito [ ultimo capo del lib.IY. della no- 
stra Analisi algebrica dementare . 
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(Iella sua distanza ED dal lato BC debba esser dato , quali 
cose vi dovrem raccorre. 

Se r aja di lai rcllangolo sia maggiore del massimo ret- 
tangolo iseritlibilc nel triangolo ABC , il problema sarà im- 
possibile . E se queir aja sia minore di questo massimo ret- 
tangolo , due punti nel perpendieolo AD saran soddisfacenti 
al quesito , come nel seguente modo si dimostra . Si prenda 
Ac uguale a DE, e per c si conduca la hi parallela a BC. Sa- 
rà, per la i.El.VI, DExHI : DExAE :: III : AE BC : 
AD.E sarà, per la medesima ragione, De xA> : DeXAe ;; hi 
: Ac :: BC ; AD. Dunque sarà DE X HI; DExAE DcX/<« 
: DcxAc, e quindi DExHl uguale a DcX/«'. Cioè a dire, 
se il rettangolo di DE in HI sia quel che si cerca , anche 1’ 
altro di De in hi tì sarà soddisfacente ed i punti E , ed c 
saran del pari soddisfacenti al quesito. 

3. Finalmente dato il punto A Pg-i3.'\ nella circonfcrea- 
za ABR, si vuol ritrovare un altro punto R in detta cireenfc- 
renza , sicché congiunta la corda AR , la sua parte RC , che 
testa fra la circonferenza e ’t dato diametro BD , cioè la RC, 
sia uguale al raggio CD. 

lo questo problema vi deggiono essere quattro punti sod- 
disfacenti al quesito , due nel semicerchio supcriore BARl>, 
cioè i due pnnli R , ed R',-e gli altri due r , ed >' nell’in- 
feriore B;-D . Ed a questo problema si riduce, come vedras- 
ai nel libro 111 , la triscziouc di un angolo *. 


* Ytjjati anche il §. IIS del Trattalo analiltuo de Luoghi solidi . 
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PROPOSIZIONE XVIl. 




PRINCIPIO. 


5oa. Un ptoblema geometrico, che abbia una 
condizione di meno delle sue principali ignote, dee 
essere indeterminato. Éd infiniti punti situali in u- 
na linea retta, o in una curva saranno soddisfacenti 
alle sue condizioni. 

Dm. La prima parte di questo principio è una OonsegiieU' 
7a delle precedenti cose ; e per la seconda cccone una bre- 
vissima dimostrazione . I punti soddisfacenti a questo pro- 
blema sono infìnili , e posti l’uno d’ appresso all’ altro su Ji 
un piano. Dunque la loro serie dovrà trovarsi in una linea , 
siasi questa una retta , 0 una curva. 

203 . C 0 R.I. Questa linea dee avere per una delle sue pro- 
prietà il quesito del proposto problema . Onde potrà questo 
cangiarsi In teorema. 

204. CoR. 2. Se un problema geometrico racchiuda due 
condizioni di meno delle sue principali ignote , dovrà esser 
benanche indeterminato . E gl’ infiniti punti ad esSo soddi- 
sfacenti staranno allogati in una superficie piana , o curva . 

205. Ri$cn.Se vogliasi un punto X nello spazio, che abbia 
date distanze dai tre punti dati A , B , C ; quel punto sarà 
legittimamente per queste tre condizioni determinato *. To- 
glietene due dì quelle tre condizioni : cioè propongasi a l i- 

* Etto MrnuRo di gut’ due punii m' guati t* inierugano le in super- 
feir tfrriche de’ centri A, B, C, e de' raggi le ritpettice Ire daleditlan- 
Se . E te «ina tota di tali condizioni ti tolga , cioè , che tia data la di- 
ilanza, eh' etto terla da due eoli punti doli, vi todditferà la circonfenn- 
in del eenhio in cui inierteganti le due tuperpeie tfcriche de' centri i 
punti dati , ( de' raggi le diitanze date . Yedi la notlra Geometria (li 
Sito . 
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trovare il punto X , elio abbia una data disianza dal solo 
punto C : ci dovrà ritrovarsi nella superficie sferica, clic ha 
per centro il punto C , c per raggio la detta distanza. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

PRINCIFIO. 

3o 6. Seda un problema geometrico determinato 
or si tolga una sua condizione , ed ora un’ altra , 
dovranno emergerne due problemi indeterminati ad 
esso equivalenti . E combinando le locali di questi 
due problemi indeterminati potrà risolversi quel 
problema determinato , se l’eleganza , e la sempli- 
cità del metodo noi divieti * . 

Dm. Queste verità , che discendono dalle precedenti, lian 
bisogno di essere illustrate dagli esempli. 

E s B m p t 0 I. 

207. Sulla dola reità AB [ ] vuol costruirsi un tri- 

angolo , di cui sia data si t aja , che V angolo verticale. 

Per la prima condizione , il vertice del triangolo richiesto 
dovrà esser nella I.R parallela ad AR, ed in upa data distan- 
za da essa ( 39. El. /. ) . E per 1’ altra condizione ei dovrà 
ritrovarsi in un segmento di cerchio , che abbia la AB per 
corda , e comprenda quell’ angolo d&to ( 2-1. El. III. ) , cioè 
ncH'arco circolare ARB descritto colle dette condizioni. Dun- 


* Su questo principio è fondala tutta T analisi de' problemi geometriei 
evi metodo analitico puro , detto a coordinale ; ed a questo principal- 
snente mira T arvertimenlo in fine di esso. 
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qiic il vortice del triangolo addimandalo sarà tanto il punto 
R , che r altro r , ove la LR tagli I’ arco ARB . 

Esempio II. 

208. Sulla data retta AB [ pg.i4. ] dccsi descrivere un 
triangolo, che abòia un dato angolo B verticale, c che sia da- 
ta la somma de lati, che il contengano, cioè tal somma sia u- 
guale alla retta V. 

Per la prima condizione di questo problema, il vertice del 
proposto triangolo dee ritrovarsi nell' arco ARB del segmen- 
to circolare ArRB , che abbia per base la data AB , e com- 
prenda un angolo uguale al dato X. Per la seconda condizio- 
ne il medesimo vertice dovrebbe stare nel perimetro di quel- 
r ellisse , che abbia i punti A , B per suoi fuochi , c per 
asse maggiore una retta uguale a V ( 29-11. Sez. Con, ). Dun- 
que descrivendo un’ ellisse, che abbia per fuochi i dati pun- 
li A , e B , c per asse la data Y , questa dovrà segnare nel- 
r arco ARB, se pur sia possibile un tal problema un pun- 
to R , che sareblm il desiato vertice del triangolo . 

Ma questo problema , che di sua natura è piano , dee es- 
ser risoluto circino et regala. Dunque dovrà stimarsi difetto- 
sa r addotta soluzione, come quella , che si serve della com- 
binazione delle curve coniche , qual si dovrebbe ne' proble- 
mi solidi praticare . Intanto eccone un’ elegante , e convenien- 
te soluzione del problema ; 


' ’ Talora è impossibile un tal problema , come potrà rilevarsi dal- 
l' addotta soluzione sintetica , e dalla seguente analitica. 

Soluzione analitica del problema. Pongasi la retta V =:a , la corda 
AR =: a; , e quindi l’ altra AB = a — x , dovendo esser lo due Alt, 
ed RB uguali ad a . I. Inoltre dal punto A sleali AK perpemlieolare a 
IIR , sarà dato di specie il triangolo rettangolo AKII, per esserne dato 
i' angolo acuto ARK conseguente al dato ARB . E quindi , espritnen- 



oc 


DeìF invenzione gcomeliica. 


Si descrìva snlla retta \B nn sej^cnto di ccrcliio capien- 
te un angolo meth del dato X , cioè il segmento AID ; dal 
pnnto A vi si applichi la retta AS uguale ad V , e si unisca 
AD . Sarà il triangolo ADD il richiesto . 

Imperocché essendo 1’ angolo esterno ADD del triangolo 
BDS doppio di S, sarà l’ angolo DSD uguale all' altro DDS, e 
quindi DR uguale ad RS. Sicché aggiungendovi di comune la 
R A; dovrà esserne AR -f RD uguale ad AS, cioè alla data V > 


dosi per in : *» la data ragione di AR ad RK , sarà ^1C<5.) DK = — 
li. Finalmante la retta data AR si ponga uguale a c ; ed essendo per 
la 12. m. JI. AB’ = AR’ + RB’ + 2BRK , sarà c’ = i’ +<»’ 
^ 20* -f- rr* -f- ^ (a — x) . III. , che potrà ordinarsi , e co- 

struirsi per le ovvie re gole. E conviene osservare , che ne’ niim.I> II» 
e III. vengon poste a calcolo lo condiiioni del problema . 
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KICEkCHE SINTETICHE SU DI ALCUNI LUOGHI GEOMETRICI. 


209. La teorica de’ luoghi geometrici , che parrebbe ap- 
partenere al seguente libro , ho dovuto qui per due ragioni 
inserirla ; e perchè ella discende da’ capi precedenti , o per- 
chè n’ è la base di molti argomenti di esso . Intanto per ra- 
gion di ordine la divido in due rami , 1’ uno siutelieo , che 
qui contemplo , ed analitico l’ altro , che nel seguente capo 
sarà chiarito convenevolmente *. 

a io.Dep.xiii. L uogo geometrico è una serie tl’iii- 
flniti punti, ciascun de’ quali è soddisfacente ad un 
problema geometrico indeterminato. 

211 . CoR.Dnnqne un luogo geometrico può essere una li- 
nea, una superficie, ed anche un solido**. 

212.ScoL.Ma qui mi arresto a’ soli luoghi alle linee, eJ a 
quelle di queste , che diconsi del primo , e del second' ordi- 
ni , cioè rette , e curve coniche. £ per la piena intelligen- 
za di questo argomento giova rammentarsi ciò, che si è det- 
te nel cap. iii , e propriamente nella prop.17. 

ai3.DEF.xiV.Se i punti soddisfacenti ad un pro- 
blema geometrico indeterminato costituiscano una 

* Quetta teeonda trattazioni non etiendoii trovala Ira' USS. del Per- 
gola , r editore vi ha lupplito con un breve trallatino de' luoghi alla ti- 
tua reità , ed al cerchio , che coitituiseono gli elementi della moderna 
Geometria analitica detta a due coordinate . e ri ha pur recata una 
lempUcitiima applicazione di etti a rineemre alcune proprietà del tri- 
angolo , di cui occorrerà uiari in appretto. 

" Sntttldiilinzione tiriicontri la prima diuerlazione nel voi. l, 
degli Opuscoli ; e potrà anche ballare guanto te ne dice nella prefazio- 
ne alla Geometria di Sito. 
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linea retta , o la circonferenza di un cerchio , tal 
luogo geometrico si dirà piano . 

a 14.DEF.xV.Ed ei si direbbe solido , se la men- 
tovata linea fosse una delle curve coniche , cioè una 

parabola, un’ ellisse , o un’ iperbole. 

215. Scol. I luoghi alla retta , ed al cerchio furon detti 
«,«m dagli antichi, perchè coUa combinazione, ed interseca- 
mento ditali linee ai deggion risolver que’ problemi d. Geo- 
metria , che noi diciamo di primo , e di fecondo grado , cd 
essi chiamavan piani. E poiché le curve coniche nascon dal 
cono , che V è un solido ; i luoghi a queste linee furon chia- 
mali soUdi da geometri antichi, e eolidi disser pure que’ pro- 
blemi , che per V intersezione di uli curve , che fosser bea 
combinate , si risolveano*. 

216 Avv. Qui badisi a non confonder fra loro 1 luoghi 
geometrici de problemi , e quelli delle indeterminale equa- 
zioni ** . 


• Sdida appellantur, naroque ad constmclionem necesseest lolidt- 
romfigurarum superficiebus , nimirum conicisuli . Cosi Pappo neifo 
scolto alla fnp. 4. M. III . , s «eli ’ aUro alla SO.lib. IV. Il inai luogo 
ài Piippo larà da noi diehiarato allrot*. Ptr la uguenle trattazione 
dà luoghi geometrici . st atóia presuli s gutUo , che si i detto nella no- 
ia 10. alla prefazione . 

*• Co' primi ti considera una proprietà tota di quel luogo geomelri- 
eo , cAs tiene rappreientalo dalla seconda . 


Digitized by Google 


De/r invenzione geometrica- 

PROPOSIZIONE XIX. 


99 


TEOREMA. 

417.1 vertici di que’triangoli uguali, che abbiano 
una medesima base, o basi uguali poste in una ret^ 
ta , e rivolti da una stessa parte, sono allogali in u- 
na parallela a quella base , o a questa retta. 

Dm. Vedetele prop.39, e UO.Et. t, da cui è facile trar- 
re le converse ( pr.4i. e 42. ELI. ). * 

PROPOSIZIONE XX. 

rEOREMA. 

faiS.IverUci di que’ triangoli, che abbiano una 
stessa base , ed uguali i loro angoli verticali , e che 
sien rivolti dalla stessa parte , han per luo"o piano 
r arco di un cerchio descritto coll’ artificio della 
33,EUIL 

Din. Se oltre al segmento circolare àMB [flg.15, ], de- 


* Con r afftmtìtni aneht ti eontMe dtUe pfop. 39 ,i0 , ttVne a ita- 
bilirti , ehi non tòldmente $ono uguali fra loro i triangoli eoililuili tul- 
io tteua , 0 uguali boti porte m una retta , ed aventi i vertici in una 
parallela a gueila ; ma ancora , che altri non pattano ettervene , il cut 
Vertice non ti ritrovi in gueila parallela ; il che rUulta evidente dalle di- 
motlrazioni retate da Euclide alle 4 1 , e 42 . Ed una tal circottania è 
ettenziale a cottituire un luogo geometrico , bitognando , che non tala- 
enente tutt' i tuoi punti todditfno ad una data condizione geometrica, 
ma che tieno ancora i eoli a todditfarvi . E [ autore db n< dichiara an- 
cora con la dimottrazione del teguente teorema , ed in altri apprtti o , 
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scritto come nella un’altra curva AmB potesse a- 

Tcre la proprietà qui proposta, si conduca dal punto A una 
qualunque corda AmM ; e da’punti m , M , ove questa in- 
contra gli archi AmB , ÀMB , conducansi le rette mB , MB 
al punto B ; sarà l'angolo AmB uguale all’ altro AMB ; cioè 
r esterno di un triangolo uguale al suo interno, ed opposto. 
Lo che ripugna. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOBEMA. 

2 19. Se r intera retta DP e le sue parti 

DB , DQ sieno in armonica proporzione il semi- 
cerchio descritto sulla media DB sarà tale , che le 
rette PN,QN condotte da’ punti P,Q di quella ret- 
ta ad un qualunque punto N di questo cerchio sa- 
ranno come la DP alla DQ , cioè come la prima 
alla terza di tali rette . 

Din. Si tiri il raggio CN , e per Q si meni la QH paralle- 
la alla FN. £d essendo PB : BQ :: DP : DQ , sarà Pfi : BQ 
2PC : 2CB ** :: PC ; CB , e per la 19. El.V , CP : CB 
:: CB : CQ , e quindi CP a CQ in duplicata ragione di CP 
a CB , o della sua uguale di PB a BQ . 

' Ciò posto, essendosi poc’ anzi dimostrato , clic stia PC a 
CB, ovvero CN, come CN a CQ, i due triangoli PCN,NQC, 
che hanno 1’ angolo in C di comune , saranno equiangoli , 

( 6. El. FI. ), onde sarà l'angolo CPN aguale all'altro CNQ. 
Ma gli altri due angoli QNP , NQH alterni delle parallele 


• Trg. le Scz. Con. alta dtf, 6. lib. I. 

** Ciò risulta dal permutando, e componendo. 
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PN , QH soD pure fra loro uguali . Dunque saranno equian- 
goli i due triangoli PNQ, QNH , e dovrà stare PN : NQ :: 
NQ : QH , e quindi ancora PN a QH in duplicata ragione di 
PN ad NQ . Ma la ragione di PN a QH à uguale a quella di 
CP a CQ , pe’ triangoli simili CPN , CQH . Dunque saran 
pure uguali le loro snddnplicate di PN ad NQ, e di PB a RQ 
avvero di DP a DQ . 

220. CoB.1. Dagli estremi P Q della retta PQ si elevino ad 
essa le perpendicolari PE , QF respetUvamente uguali a'seg- 
menti PB, BQ, in che si trova divisa una tal retta , e si uni- 
sca la F£ , che incontri la PQ in D : indi bisecala la DB in 
C , dal centro C, con l' intervallo CB si descriva il cerchio 
BND ; saranno le inclinate PN, QN nella ragion de’ segmen- 
ti PB , QB della data PQ . E tal costruzione potrà impie- 
gassi nel costruire questo luogo piano. 

221. Con. 2. E niun’ altra curva RnS pnò anche aver le 
inclinale Pn, Qn nella data ragione di PB a BQ. Imperocché 
se fìa possibile, si tiri dal punto Q una qualunque retta QN/>, 
che seghi quel cerchio, e questa curva in N , n , esi unisca- 
no le rette PN, Pn. Saranno uguali le due ragioni di PN ad 
NQ, e di Pn ad nQ , come uguali alla stessa ragione di PB a 
BQ . £ quindi i due triangoli NPQ , nPQ , che hanno anche 
comune l’angolo NQP, dovranno essere equiangoli(7.£/. FI.) 
Onde sarebbe l' angolo NPQ uguale all’ altro nPQ . Lo ch.e 
ripugna. 
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PROPOSIZIONE XXII. 


TEOREMA . 

aaa. Se dx’ dae punti A , B cui 

distanza sia d , coudiicansi ad un terzo punto N lo 
due rette AN, BN, i quadrali delie quali facciano 
una d^ta sopima j il punto N , ed ogni altro si« 
inllmentc condizionato avrà per luogo geometrico U 
circonferenza di un cerchio, il cui centro è il pun- 
to medio della distanza d, e ’l raggio, n’è la retta 
spressa per V ( ìs* — jd* ) , 

Dim. Imperocché sia PNQ un tal cerchio ; tirala la NM 
perpendicolare al diametro AB , e congiunto il centro G 
col punto N per la CN , sarà NA' -)- NB’ = 2AC" 2CN' 
(A. £/.//.) , cioè s’ = ;(Ì*4-2CN' ; quindi CN’ = js’ — 
e perù, CN = V ( i-r’ — ^d' ) . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TXOREIU* 

323 . Se da’due punti A> B [y*'8,n,i] siencon-s 
dotte ad un terzo punto M le rette AM , BM , Itt 
somma delle quali uguagli la data PQ j quel punto 
M , ed ogni altro similmente condizionato avrà per 
ludgo solido il periptetro di un’ ellisse , che abbia 
per fuochi i punti A « Bj c per asse maggiore la PQ^ 
E se rette AM,BM [y,i8.n.2] avesser per diffe-? 
teoza la <laia PQj il luogo de’punti M sarebbe un i-t 
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perbolc avente per fuoco i punti A , B , e per asse 
principale la PQ . 

Dm. PABT.i.Se la corra PMQ , ore snppone- 

si allegato ciascuDo de’ punti M, non fosse la proposta eUis> 
se , il sia la PmQ ; si tiri dal ponto A una qoalonqne retta 
AMm , la quale seghi in M , m le anzidetto corre , e poi si 
conglongano le rette BM, Bm. Sark per tal supposizione Am 
4- Bm =z PQ ; e per la natura dell’ ellisse PMQ anche AM 
4 - BM = PQ. Donqoe sarà AM 4~ PM = Am 4* Bm ; e tol> 
tori la comune AM , resterebbe BM = Bm 4 - Mm . Lo che 
ripugna alla 20. ELI. 

Pabt.ii. e se la curra nQm luogo de’ punti 

proposti sia dirersa dall’ iperbole NQM descritta in questo 
teorema , si dimostrerk come qui sopra essere AM — BM 
= Am — Bm; e quindi AM ■— Am, cioè Mm = BM— Bm. 
Sicché aggiunta comune la Bm si avrebbe Mm 4 * Bm = BM, 
contro la medesima 20. ELI. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOBEMA. 

334* ^ * parallelogrammi equiangoli FDBG , 
HEBI , ec. [^.19» ] abbian comune l’ angolo B ; 
i vertici F , H de’ loro angoli oppeeti a B staranno 
in una retta , se que’ perimetri sieno tra se uguali. 

£d essi vertici staranno in un’ iperbole , se le lo« 
ro aje sieno uguali . 

Dm. Pabt.i. Si produca la BD , sicché DC ugnagli DF, 
e si unisca CF ; questa retta sarà il luogo di que’ vertici op- 
posti a B . Imperocché il triangolo HEC è isoscele al pari 
del suo simile FDC ; dunque sarà BE 4< EH = BC , cioè a 
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BD *f DF , e dnplicaDdo siffatti termini sarti il perimetro del 
parallelogrammo HEBl ogaalc a quello dell’ altro FDBG. E 
lo stesso per qualunque altro di tali parallelogrammi . Cioè 
a dire i vertici degli angoli opposti al comune angolo B di 
questi infiniti parallelogrammi isoperimetrici hanno per luogo 
la retta CFH data di posizione. 

La parte ii. di questo teorema è chiara da’Comci ( Veg. la 
prop.17. Ub.ni. voi, IJJ. del Coreo geom. e laprop,39. Sez. 
con. aitai. ). 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOBEMS. 

aa 5 . Sien dati di posizione il pninto G [fig.20. } 
e la retta PQ , e da quel punto su questa retta s’ in> 
clini una qualunque retta GM , e si divida in D in 
una ragion data j questo punto D , e gl’ infiniti al- 
tri similmente rilevati apparterranno ad una data pa- 
rallela alla PQ. 

Din. Dal dato punto C si meni la CA perpendicolare alla 
data PQ , e divisala in B nella ragion data , si tiri per que- 
st’ altro punto B la BN parallela alla PQ. Sarà la BN il luo- 
go indicato. Imperocché ciascuna retta, che dal punto C s’in- 
clini sulla PQ vien divisa dalia BN, eh’ è parallela alla PQ » 
nella data ragione di GB a BA ( 2.EI. VI.). 

226.Coa.£ lo stesso dovrà dirsi convenevolmente, se la CIA 
protraggasi in F , sicché stia CM a CF in uua data ragione. 
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PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOKBIU, 

aa 7 .Sien dati di posizione il punto C .] , 

e la retta PQ, e da quel punto su questa retta s’in- 
clini una qualunque CM, e si produca in N , sic- 
ché le CM , CN sien reciproche alle due rette date 
A, B j il punto N toccherà un cerchio dato di si- 
to , e di grandezza . 

Die.Dal dato punto C si tiri la CP perpendicolare alla da- 
ta PQ , ed essa prolunghisi in ft , finché CR sia quarta pro- 
poszionale dopo le tre rette CP, A, B , e si unisca la RN . 
Sarà il rettangolo PCR uguale all’altro di A in B. Ma que- 
sto rettangolo è per ipotesi uguale ad NCM . Dunque saran- 
no fra loro uguali i rettangoli PCR , NCM . Onde sarà PC : 
CM CN ; CR ; e l’ angolo CNR dovri» pareggiare il retto 
CPM ( 32.£i./. ) . Il perchè il punto N dovrà essere allo- 
gato nel semicerchio descritto col diametro CR. 

228.Coa.£ se verso M prendasi il punto n nella CM, sic- 
ché le due CM , Cn sien reciproche alle due date A , B ; il 
punto n toccherà benanche un cerchio, il quale si potrà de- 
scrivere ] come nell’ esposto teorema si è praticato . 
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PROPOSIZIONE XXVII. 


TEOKEMA. 

aaQ.Sìen dati di posizione il punto P , 

e la retta GB, e poi da quel punto su questa retta 
si tiri qualunque inclinata PB, e si protragga in Gy 
sicché la BG parte aggiunta sìa uguale alia data ret- 
ta K, il punto G toccherà una linea di quart’ ordine 
detta concoide da’ geometri antichi * j di cui è faci- 
le indicar la natura, e la genesi con moto organico. 

Dim. Pah. i. U punto P dato suol dirai polo della concoi- 
de ; e di essa n’è assùiloto la data retta GB . Imperocché i 
paolo G di lai curva tanto più ai accosta alla GB, quanto l’ia- 
clinata PB più divette dalla perpendicolare PG . Ma non 
può alcun di lai punti cadere nella GB, altrimenti un’ incli- 
nata della GB potrebbe con essa combaciare. £ se la PC pro- 
ducasi in A , finché GA pareggi la stessa K ; CA saré 1' asse 
della concoide, sul quale ogni perpendicolare NM, che da un 
punto della enrva gli si abbassi, saré un’ ordinata, e la MA 
la sua ascissa corrispondente. 

£ per ottenere 1’ equazione caratteristica di tal curva ^ 
pongasi GA = a, GP = c, GM— EF = a:,MN=: j, e quin- 
di FM = c -l- j: ; sarà , pe’ triangoli simili PMN , PGE , 


* DtUa da' titedcni di Nicooiede , da guulo neonulra anliea, ehi na 
fa fimtntort, e ne campott un Iratlalo delle tui proprietà , a noi non 
ptrtenufo , valendoitne acconciamente a riiolvert i problemi delle da» 
medie proporzionali , e della triusione deli angolo , come vedrasei in 
appreteo . ( Si riscontri Proclo nel comento alla prop. 9. El. I. , Pappa 
dopo la prop.22. IV. CoUect. ifalh. , ed Eutocia nel cemento al lib. II. 
di Archimede de sph. et c;l. ). 
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PM : FE MN ; NF , cioè , ne’ loro simboli , c + *: c :s 

; NF = E dovendo essere FN’ =5 EN’ — EF’, sarò 
c -j- X 

= o’ — X* , cioè c'y =c (a* — x’) (c + x)’ . 

Part. II. I ntendasi esser CP[/2^.j2d.] una riga saldata col- 
r altra PB , ed in quella fermarsi l’ anello P , in questa esser- 
vi il canaletto rettilineo BED . Inoltre NEP sia un’ altra ri- 
ga , che passi per V anello P, ed abbia un chiodetto E in un 
punto della sua lunghezza : se questo chiodetto vadasi mo- 
vendo per quel canaletto d’ ambe le parti del punto C , l’ e- 
atiemo N di tal verga dovrò descrivere l’ anzidelta concoide, 

PROPOSIZIONE XXVIIL 
TEOaEMA, 

aSo.Se in una qualunque ordinata ED [^g. ^ 4 •] 
del semicerchio AEB si prenda la DO terza pro-« 
porzionale dopo la delta ordinata , e la sua ascissa 
ADj il punto O avrà per luogo una linea di terz' or- 
dine , detta cissoide dagli antichi * ; di cui sarà in- 
' dicala la natura, e la genesi per moto organico. 

Dia. Part. I. Sia GM non qualunque ordinata di que- 
sta cissoide AGH , ed ÀM la sua corrispondente ascissa ; 
saranno continuamente proporzionali le tre rette PF , FA , 
FG j e quindi i quadrali loro PF’, FA’, FG’ . Ma la ragio- 


* IM vKxttnii d$tla di Diocic , gnmelra , tomt òtm ar- 

jomtnta U Monlucla, di circa il iMto iKcèi dtUa anoctra Era. 
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ne di PF’ : FA’ è uguale a quella di BF : FA . Dunque sarà 
DF : FA X FA’ ; FG’ , e quindi FA’ = BF X FG’ , cioè 
CM’=BFxAM’. 

Quindi dinotando il diametro AB con 2r , e ponendo GM 
= _y, ed AM = x, aarà = ( 2r -—y ) *’ . E si vedrà C- 
nalmente per più modi , che tal curva debba aver per assin- 
toto la BI distesa per lo punto B parallela alla DE. 

Pabt. II. Intanto la genesi della cissoide per molo organi- 
co è la seguente. 

Le due verghe a squadra BCE, BDE abbiano u- 

guali i loro lati GB, DE, di coi ciascuno sia fornito di un a- 
nello nel suo estremo, ed indefiniti gli altri due lati CE, DB. 
Ma ciascun di questi due lati indefiniti passi per l’anello del- 
r altra squadra, cioè CE per £, DB per B ; e più la squadra 
BDE intendasi mossa sull’ altra immobile BCE , sicché 1’ an- 
golo D si accosti, o si discosti dall’ altro C, rimanendone nel 
lo stesso lor piano : io dico, che il punto medio G del lato 
DE descriverà la cissoide indicata * . 

Imperocché bisecata la BC in A congiungansi le AG, BE. 
luoltre distendasi per G la FGM parallela alla CB, e toltavi 
la GF uguale alla GE , si unisca la FE, che incontri la AG io 
li. Finalmente si abbassi la AM perpendicolare alla FM, eia 
MI alla AG. E poiché per supposizione è CB uguale a DE, 
ne’ triangoli equiangoli £CR,EDR, sarà, per la 26. £/./., la 
£R uguale alla RE. Il perché essendo isoscele il triangolo 
BRE, sarà il suo angolo esterno DRE doppio di RBE inter- 
no, ed opposto. Ma per tal ragione è anche I’ angolo VGE 

'Gii antichi , intendendo per tisi i geometri de' tempi di Diocle , ri 
Tallero della cissoide per costruire i elegante analisi geometrica già 
prima recata al problema delle due medie proporzionali ; ma non die- 
dero una maniera concenecole per descrivere tal curva ; lo che fu prati- 
calo dal Aeicton. { tVg. la sua Appendo de ac()uat. consl. lin. ) , al 
guai modo corrisponde più meccanicamente la descrizione Jui sopra 
recata . 
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doppio di GEF. Dunque siccome sono uguali gli angoli DRD 
e VGE , cosi dovran pareggiarsi le mela loro RBE , GEF , 
a’ quali unendo comune 1' angolo DEB , sarà la somma degli 
angoli RBE, DEB uguale adFEB. Dunque questo sarà relto, 
come quelli ne fanno un retto : e quindi la retta AGH sarà 
perpendicolare ad FE, al par della sua parallela BE . 

Ciò posto, il triangolo FHG è equiangolo, e con ciò simi- 
le a GIM : e 1 primo di essi è simile ad FEO , e 1’ altro a 
GMA ; dunque saran simili tra loro i due triangoli FEO, 
GMA , e dovrà stare OV ; VF Gl : lA :: GM’ : MA’ . 
Ma r è poi FO uguale a CB , ed FV a GM ; laonde OV, cli’fe 
FO — FV, sarii uguale a CB — GM ; e quindi la preceden- 
te analogia avrà i termini seguenti CB — GM : GM ::GM‘ : 
MA’ , c sarà GM’ = MA’(CB — GM) . 11 perchè la curva 
descritta sarà una cissoide ( 230. pari. /. ) , e ’l semìcircolo 
generatore avrà per diametro la CB. 

231. Con. 1. Dal vertice A della cissoide [fig.26.'\ si tiri 
una qualunque corda AG , che incontri in E il semicerchio 
generatore : sarà, congiunte le indicate rette, DE: DA:: DA 
: DO, ed FG : FA :: FA : FP, per la natura di tal curva . 
Ma è poi DE : DA :: FG : FA . Adunque sarà DA : DO :: 
FA ; FP , cd i tre punti A, 0, P per diritto. 

232. Coa. 2. Ed essendosi dimostrate uguali le due ragio- 
ni di FA : FP, e di DA : DO, o la sua uguale di DE a DA, 
si dovran pareggiare anche le duplicate loro , Cioè le ragioni 
di FA : FB , e di BD , DA. Dunque dee essere FA = BD, 
ed FB = DA. 

233. Coa. 3. in oltre , pe' triangoli simili DAO , FAG , 
essendo AE : AG : : AD : AF, ovvero BD ; ed è poi AD : DB 
:: AE : £K ( distendendo la AG insino alla BK , che da B 
conducesi parallela alla DE ) . Adunque sarà AE : AG : : 
AE : EK , ed AG uguale ad EK. 

234. Con. A. Dal precedente corollario si ritrae la genesi, 
che gli antichi attribuivano alla cissoide nel seguente modo. 
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Siavi il «emicerchio APB [ fig.24. ] , e dall' estremo B dal 
ano diametro AB gli si conduca la tangente BK , e per l’ aU 
tro estremo A una qualunque segante AEK , in cui si tron- 
chi la parte AG uguale all’ esterna parte £K di essa ; il pun- 
to G apparterrà alla cissoide predetta *. 

235.C0B.5. Pe’ triangoli simili AFP,ADO sta AF ad FP, 
cioè le loro uguali BD a DE , come AD a DO ; e per la na- 
tura del cerchio è anche BD : DE :: DE ; DA.Dunque si do- 
Tran verificare le seguenti analogie, BD : DE DE : DA , 
DE : DA :: DA : DO; e però dovranno esser continuamente 
proporzionali le rette BD,DE,DA, DO, e quindi la ragione 
di DA : DO saiè suttriplicata di quella di BD : DO ■ Lo 
che giova per l’ invenzione delle dne medie proporzionali , 
come si vedrà a suo luogo . 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TBOnEMA. 

336. SeV ordinata da un punto di untt retta ad 
un’ altra si protragga , sicché il prolungamento sia 
media proporzionale fra detta ordinata, e 1’ ascissa^ 
che da quel punto le corrisponde sulla retta presa 
per asse ^ 1’ estremo di quel prolungamento avrà per 
luogo un’altra retta, o pur una delle sezioni coniche. 

237.Cas. 1 .11 ponto P [fig.26.n.i.1 principia delle ascisse 
sia il vertice dell’ angolo NPR, che la retta PL da cui par-* 
tono le ordinate RN all'asse PN, fa con questo, e per on al- 
tro punto S della PN conducasi SX parallela ad NR, e sieno 
NM, ST le produzioni corrispondenti alle RN, SX, . Ed es- 


* Yeg. Eatoeio nel comento al lib.JII. di Ankimtde de sphaera, et 
eyliodro . 
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Mndo contimumeote proponiouli le tre rette NR, NM, NR, 
saràNR ; NP :: NM’: NP’, e cosi pure sltràSX : SP ::8T‘ 
: SP* . Ma SODO Dguali le prtoie ragioni di queste due ana- 
logie ; dnnque il saran pure le altre due, e le loro suddupli- 
cate. Yale a dire sarà MN : NP :: ST : SP, ed i punti, M , 
T avranno per lungo una retta , che passa per lo punto P. 

238. Gas. 2. Il punto P \Jig.Ì6.n.i.] princìpio di dette a- 
scisse sia diverso dal vertice Q dell’ angolo NQR , in cui h 
ordinata la NR all’ asse PQ; latto lo stesso apparecchio del 
Caso precedente,si avrà NM’=PN X NR, ed ST’=PS X SX, 
e però NM’: ST’:: PNxNR : PSxSX, ovvero ::PNxNQ 
: PSxSQ. Quindi il luogo de’ punti M, T sarà un’ ellisse, o 
un’ iperbole, secondochè il ponto P cada sotto del punto N, 
o pur sopra . £ ne sarà PQ il iato traverso , e PG parallela 
ad NR il retto . 

E si vedrà egualmente , ehe quest’ ellisse diventi un cer- 
chio , quando la PQ pareggi la PG, e sia retto l’angolo PNM. 

Di più una tal curva sarà una parabola , allorché si ritrovi 
la GR parallela alla PN. 

239'.Coa.1 .La linea QR può dirsi direttrice della curva , 
che passi pe’ ponti M. E se ancor ella fosse una curva , la li- 
nea , che passa pe’ detti punti sarà di grado superiore alle 
coniche . 

240.G>a.2. Viceversa se la semiordinata MN di una qua- 
lunque curva conica si protragga in R , sicché tal prolunga- 
mento sia terza proporzionale dopo l' ascissa PN dal di lei 
vertice ; e l’ anzidetta semiordinata ; il punto R toccherà una 
retta di posizione *. 

241 .Con. 3. Ma se la NR fosse terza proporzionale dopo 
quella semiordinata MN , e la sua ascissa PN ; il punto R 

* Quttta conttrta del teorema pmpoeto trovasi doli autore direttamen- 
t» dimostrata nella prop. 7. delle prenoiiooi alle Sezioni Coniche, eoi.j’* 
dei nostro corso geometrico . 
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apparterrà ad una cissoide di cui n’ è una specie quella degli 
antichi (230.), E ’l controposto di questi due corollaij daran 
risalto alla teorica , che ho voluto qui sinteticamente illu- 
strare . 

242.Scol. Un giovane studioso , col solo convertire alcuni 
teoremi elementari , o su i conici , potrebbe proccurarsi al- 
toettante locali per suo gradimento. £ se di ciò fare non gli 
arrida , potrh attignerle dal Fermat , da Roberto Simson , 
dalla divinazione del Viviani su i luoghi solidi di Aristeo Se« 
niore, e da qualche altro . 
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rEK ALCIIHE eVHVE TEASCEHDENTI. 


.1 



2A3. Come fu accenoelo nel Prospetto dell Arte d' inven- 
tare pubblicalo fin dal 1809 , cd ora recalo in seguilo delta 
prefazione al presenle trallalo, un tal capilolo doveva ancor 
considerare tra' luoghi geometrici le trocoidi , la spiraU Ar- 
chimedea , e la quadratrice di Dinoslrato : le quali cose non 
essendosi ritrovate ne’ MSS. del Pergola , vi si è supplito 
alla meglio nel seguente modo. 

PaiNCiPio I. 

244. Ogni linea può prendersi pel luogo geometrico eh una 
proprietà indelerminala di essa ; e però di quella , che ne co- 
lituisee la sua genesi. 

Ciò è manifesto dalla def.l3 (210), e dal suo eorollario ; 
e può anche estendersi a’iuoghi alla superficie , ed a’solidi. 
Di esso ne sono pure un bastevole chiarimento le prece- 
denti proposizioni di questo capitolo. 

PaiHCiPio II. 

245. Se due punti segnati in due linee scorranno equabil- 
mente sulle medesime , come per descriverle , segnandovi co- 
stantemente , dal principio del loro movimento parti propor- 
zionali alle intere linee ; queste saranno da essi contempora- 
neamente descritte. 


8 


Digitized by Google 





Dell' invenzione geometrica. 

PROPOSIZIONE A. 


TEOBENA. 

a46. Se dal punto A [/g. 27 .] segnato nella cir- 
conferenza del cerchio ADB prendansi su’ raggi 
successivi ad OA , per lo stesso verso, cioè in OB, 
OC, OD, e fino a che ritornisi al medesimo punto 
A, le particelle Oft,Oc, Od... quarte proporziona- 
li in ordine alla circonferenza di un cerchio, al suo 
raggio, ed agli archi AB, AC, AD . . . che quei rag- 
gi comprendono col primo OA j i punti b, c,d . . . 
avranno per loro luogo geometrico una curva tra- 
scendente detta elita , o spirale , di cui indiche- 
remo r equazione caratteristica , e la genesi per un 
movimento continuo. 

Prendansi per ascisse gli archi AB , AC , AD ... compn- 
lali dal punto A, e ciascuna di esse dinoti A per/; e le ordi- 
nate corrispondenti sieno le parti Oi , Oc, Od ... prese co- 
me si è deUo su’ raggi OB, OC, OD dal centro O, e dinota- 
te da a; ; ed esprimasi per %r il rapporto della circonferenxa 
al raggio : è chiaro, che 1’ equazione per una tal curva deb- 
ba risultare 2^x dalla quale è facile rilevare , eh’ essa 
curva abbia il suo principio nel centro 0 , e che prendendo 
nel cerchio ADB gli uguali archi , e successivi AB , BC , 
CD ... , le ordinate 06, Oc, Od ... debltano risultare equi- 
differenti , e la seconda doppia della prima, h terza tripla, 
e così in seguito. Il che può farla descrivere facilmente per 
punti. 

Per la descrizione con moto continuato, basterà immagina- 
re , che mentre il raggio OA si aggira intorno al centro 0, 
per descrivere la circonferenza ABDA , il punto 0 scorra 
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lungo un (al raggio, e verso il suo eslreno A, in modo, che 
i due movimenti uniformi compiansi contemporaneamente , 
sicché ritornando il raggio OÀ in A , vi sia anche giunto il 
punto 0 scorrente sul medesimo. Ed è facile a comprendersi, 
t-he le velocità di tali movimenti debbano esser fra loro nel- 
la ragione di 2^ ad 1 , cioè come la circonferenza al raggio. 

247. Con. 1. Allorché il raggio OA, ha compiuto l' intero 
suo giro , e che il punto 0 ha percorso il raggio OA , può 
tuttavia considerarsi, che questo seguiti a scorrere iu con- 
tinuazione del raggio , percorrendolo un’ altra volta, mentre 
esso raggio compie una seconda rivoluzione , siechè la spi- 
rale si termini in A'; e cosi in seguito, per quante altre rivo- 
luzioni si voglia considerare : e le spirali descritte , nell' e- 
seguirsi la seconda rivoluzione del raggio , la terza , cc. di- 
consi seconda , terza , ec, 

£ chiaro , che 1' equazione rilevata pel primo ramo- si 
appartenga ad essa curva in generale , cioè indefinitamente 
presa ;e che una retta possa intersegar la spirale in un numero 
infìiiito, di punti , come la. sua qualità trascendente esigeva. 

248. Con. 2. Una tale equazione , poiché le ordinate sono 
prese in giro da un punto fisso., considerato come |m>Io , si 
dice polare : da che si è questa denominazione in casi simi.- 
glianti estesa anche ad altre curve algebriche. E ciascun' or- 
dinata della spirale, perché parte sempre da un ponto, suo- 
le anche dirsi raggio vettore . 

2411. Con. 3. Il cerchio A6D potrebbe dirsi modulo della 
spirale indefinita per quanto si voglia . £ dall’ equazione ad 
essa , o dalla sua genesi è faeilc rilevare , che le spirali, sia- 
no tutte simili. 

250. Scol. La spirale di cui abbiamo ragionato cscog'Ua- 
ta da Conone di Samo contemporaneo , cd amico di Archir 
mede , esercitò il costui geuio in assegnarne le proprietà, c 
la quadratura {Fedi Arehimcde nclC epistola a Dositeo innan- 
zi al libro de lincia spiralibus , e Pappo nel iib, JF. delle sut: 
Collezioni, Malcnfatiche , dopo la prop.18-) 
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TEOItEMA. 

a5i .Se per ciascan raggio OF [^.a8], tirato ngl 
quadrante circolare BDA,stia come l’arco quadran- 
tale BÀ al raggio OB , così 1’ arco BF, limitato tra 
l’estremo 6 del quadrante, e’I raggio OF^ al quarto 
proporzionale BH ^ il punto y'in cui l’ordinata per 
H intersega il raggio OF,ed ogni altro punto simil- 
mente determinato avrà per luogo geometrico la li- 
Dea B/ed ... K, detta dagli antichi quadratrice, la 
cui equazione , e la genesi sono le qui appresso. 

S’ indiebÌBo cop x, y le coordiDate BH, della quadra- 

trìce , eoo f l'arco BF corrispondeote al punto f, e per 

il rapporto del quadrante BA al raggio t ; sarà 011=31 
£d essendo 

tos.q : sen.f OH : Hf:: t — a: : jr 

si avrà 

.Vrt. 0 

(1 — x) 

Ma per la genesi assegnala della quadratrice è ^ ^ 

Adunque I’ equazione ad essa sarà 

y = ‘««sr -2 (<-"»)• 

Or la sua genesi per un movimento continuato è questa . 
Essendo Farco BF, e l'ascissa BH proporzionali al quadrante 
BA, ed al raggio BO, dovranno l’uno, e l'altro venir contem- 
poraueamenlc descritti con moto uniforme da due punti, l'uno 
che scorra lungo l’ arco , 1 altro lungo il raggio Aprine. 2.) , 
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e però se mentre il raggio OB oireolarmeote si aggiri con 
moto uniforme da B verso A , la tangente BC nel ponto B 
si mnofa parallelamente a se stessa da B verso O , con tal 
altro molo uniforme , da pervenire a coincidere col raggio 
OA , ap[mnto allorché giugno a far lo Stesso il ra^io OB 
col suo molo circolare ^ la curva rappresentala dalle conti- 
nue intersezioni f,e,d. . . di quelle due retto sarò la <pta~ 
dralriee . 

252. CoK. Allorché la tangente BG mossa con moto sem- 
pre parallelo a se stessa sarò pervenuta a ooincidere eoi r^- 
gio OA, ossia, che il punto B sia giunto nel Centro 0 , può 
hen essa, e questo punto continuare il suo movimento in mo- 
do inverso nel sottoposto quadrante OAB' j e quindi descri- 
versi r altro arco di qnadratrice KB' identico al primo BK , 
e situato inversamente . £ cosi pure pervennla queBa in B , 
potrò sempre continuare il suo movimento lungo la retta in- 
definita BOB'. . . sicché la curva descritta non ablna termi- 
ne ; ma si estenda, e ai eoutinnì alf infinito. Da che ancor si 
rileva la sua natura tratscendente , potendo essere incoutrata 
da una retta in iufiniti punti. 

253. E dalla genesi di tal curva, e dalla sua equazione ri- 
levasi evidentemente esser le quadratrici tutte simili. 

2S4.ScOL.lI primo Uso geometrico di nna tal curva, sem- 
bra essere stalo quelle di dividere un arco circolare in data 
ragione , poiché si vede, che in essa gli archi circolari BF, 
BE , BD . . . o pure BF, FE, ED ... risultino proporziona- 
li alle parli corrispondenti BH, BL, BM .. . . , o pure BH, 
llli , l.M . i . del raggio BO : che però la divisione di un 
arco BE in data ragione si riduce a quella della corrispon- 
dente ascissa BL, nella qnadratrice, in tal ragione; e lo stes- 
so per un arco FD . Ma posteriormente fu dalla medesima 
dedotta la quadratura del cerchio , da che le fu dato il no- 
me di quadralice ; alla qual cosa adoperaronsì Dinostralo 
fratello di Mcnccmo , e discepolo con lui di Fiatone , c poi 
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Piicomede, come abbiamo da Pappo*. E da’larori di qne'MV- 
priadicali geometri pnò conoscersi quale profondo studio si 
fosse fatto sulle curve nella scuola di Platone , e però fin da 
primi tempi della Geometria scientificamente coltivata. Intan- 
to il Montucla , da un luogo del comentario di Proclo alla 
prop.9 del lib.I. di Euclide , argomenta, che non gi&Dino- 
strato, ma un altro geometra Ippia contemporaneo di Socrate 
fosse stato l'inventore di tal curva, per risolvere il primo de- 
gli anzidelti problemi ; e che pm per averla Dinostrato ap- 
plicata al famoso problema di quadrare il cerchio, le si fosse 
dato il nome di quadralrice, ed a lui intitolata , appunto co- 
me si disse di Archimede la spirale ritrovata da Conone , 
perchè quello ne rinvenne , ed espose le proprieUi. E noi fa- 
cendo eco alla sua opinione , vi aggiugniamo la ragione piU 
Valida, che Pappo parlando di una tal curva non dice, che fu 
rìovenula da Dinostrato , per quadrare il cerchio ; ma si be- 
ne , che fu da lui assunto a tale uopo, e vi associa ancor N ì, 
comede, ed altri. Ed ecco come si esprime : jid circuii qita- 
dralwram assumpla est a Dinostrato et Nicomede, et nonnul- 
lis iunioribus cpiacdasn linea, cui ab accidente, quod circa ipsaitty 
nomen impositum est. Vocalur emm ab ipsis Terpaymn^ovo* , 
hoc est linea quadrane*'. Ma non sappiamo d’ onde abbia eglji 
tratta la notizia , che dà intorno ad Ippia , di cui non tro- 
viamo fatta tnenzione presso alcuno degli antichi geometri. 

PROPOSIZIONE C. 

^eoBBUA. 

a55.Sia il circolo AEB col suo diame"- 

tro vcrlicale AB , nel (][uale ci^ascuna semiordinata 

* Dopo taprop. SS.Iib. IV. Collecl. Halh, , s nelts seguinti prop, 
S6 . e 27. 

** Collect. Math, ncb luogo sitalo . 
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ME producasi in N, sicché la parte prodotta EN pa- 
reggi l’arco corrispondente ÀE, preso nella semiclr- 
ferenza AEB dall’ estremo superiore À ^ e lo stesso 
si pratichi dall’ altra parte del diametro À B : tutti 
questi punti N saranno allogati in una curva trascen- 
dente delta cicloide volgare o Galileana , di cui 
la genesi e 1’ equazione sono come qui appresso . 

Il diametro AB del cerchio dividendo una tal linea cur- 
va DAK in due rami identici AD , AK n’ è l’ asse ; il punto 
A sommità di essa n’ è il vertice , e n’ è ba$e la retta DK 
ove la medesima è terminata : che però indicando per x , y 
le sue coordinate AM, MN, e per 2r il diametro del cerchio, 
sarà l'ordinata ME nel semicerchio, corrispondente all’ ascis- 
sa X, espressa day(2ra; — x'), che sarà il seno dell'arco EA; 
e quindi la EN verrà dinotata da — y/{ irx — x’) , che 
essendo uguale all’ arco EA , darà per la cicloide la seguen- 
te equazione 

yz=-\J (2rx — *’)-!- arc.sen. \/ (2rx — x*) 

Essa poi ai descriverà con moto continuo nel seguente 
modo , pel quale n’ è anche cong^ata una macchinetta ad 
eseguirlo. 

Il circolo DRP il quale tocchi nel punto D la retta inde- 
finita DBF , vada sulla medesima rotolando , serbandosi nel 
piano stesso , finché essendosi adattati tutt’ i punti della sna 
circonferenza su quella retta ne pervenga il ponto D in K ; 
la curva descritta da un tal punto D sarà la cicloide. 

Imperocché primieramente risulta evidente , che la DB pa- 
reggi la semicirconferenza del cerchio BEA, come dalla con- 
dizione apposta al prec^ente luogo per essa rilevasi ; rimane 
dunque a dimostrare , che per una qualunque ordina'a NM , 
sia la parte NE , esterna al circolo generatore AEB intorno 
r MS* .^B della cicloide, uguale all’arco corrispondcnlo'AE’ 
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Or rappres enti INL il cerchio gcnemtore quando il suo ponto 
dcscrirente la cicloide h passato inN, sari il suo arco NI v* 
guale alla IK, e però l’arco NL supplemento di NI ugnale alla 
IB.Ed essendo uguali gli archi IN,BE, il sopo ancora le loro 
corde IN , B£ , e gli angoli che queste comprendono con la 
MN ; sicché risultando esse parallele, sarà la £N uguale alla 
£I ; e per conseguenza all’ arco NL , o sia all’altro £A. 

256. £ chiaro dalla genesi precedente , che il cerchio 
che col suo punto D ha descritta la cicloide DÀK , compi- 
ta questa, possa, senza arrestare il suo movimento , conti- 
nuare a scorrere lungo la retta indefinita DBF , descrivendo 
una seconda cicloide , una terza ... ; e però consideran- 
dole come una sola curva possa questa venire intcrscgala da 
una retta in infiniti punti , come la sua natura di curva tra- 
scendente richiede . 

257. £ dalla medesima genesi rilevasi , clic il centro del 
cerchio generatore debba nel movimento rotatorio di questo 
percorrere la retta CGH parallela alla baseDBK della cicloi- 
de , a distanza del raggio di esso cerchio. Da che risulta po- 
tersi la cicloide concepir anche generata dall’ angolo retto 
DCR , che equabilmente sì aggiri d’ intorno al suo vertice C 
verso il lato CU , mentre esso vertice C equabilmente vada 
scorrendo per la direzione del lato Cl\ , e verso G , con la 
stessa velocità del punto D : per tali due movimenti questa 
punto D descrìverà la cicloide Galileana. E la stessa genesi 
ne darà qualunque delle trocoidì , se tali velocità non sieno 
uguali. 


Scolio. 

258. Dalle descrizioni superiori, per moto continno, della 
spirale, della quadratriee, e da quella or data della cicloide , 
è facile rilevare , che le genesi dì tali curve sieno conformi 
fra loro ; mentre per ciascuna di esse esìgesi la compositio- 
iie del movimento rettilìneo , c dell angolare. 
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CAPITOLO T. 

De’ LCOCni GEOMETRICI ALIA RETTA , 
ANALITICAMENTE RILEVATI. 

»■'- 

259. Siccome per risolvere an problema con metodo pu- 
ramente geomelrico ,0 anche col Cartesiano , giova talvolta 
scinderlo in due indeterminati, trattando una delle condizioni 
di esso per volta ; sicché dalla convenevole combinazione de’ 
luoghi geometrici per ciascbednno di quelli risultino i punti 
soddisiacenti a tutte le condizioni del problema proposto , 
e se ne abbia però la soluzione, di che si è precedentemente 
ragionato (20G); così pure possonsi adoperare talune accon- 
ce equazioni a due indeterminate rappresentanti proprietà 
della linea retta pel sito che ha con altre linee rette , o con 
le altre parti di una figura , affinchè dalla combinazione di 
esse risalti 1’ equazione determinata al problema proposto ; 
o pure dal costruire ciascuna si abbiano nella loro interse- 
zione i punti soddisfacenti al medesimo . 

Or siffatte equazioni non essendo che le espressioni com- 
pendiate di proprietà della retta, risaltanti da considerazioni 
di triangoli simili , ne segue , che a convenevolmente co- 
struirle a quelli si ritorni . £ coloro i quali , con poco av- 
vedimento hauno preteso aver con quelle formole bandite 
dall’ analisi de’ problemi geometrici le proprietà de’ trian- 
goli simili , hanno con ciò dimostrato di averle poco consi- 
derate , e di ammettere una scienza senza principj, solo per 
soddisfare ad uno spirito innovatore in pura apparenza. 

L’ andamento puramente algebrico che terremo nelle ri- 
cerche che passiamo ad imprendere , fondato su pochi prin- 
cipj di Geometria , non ci farà mai perder di mira questa 
alla quale tendiamo ; da che si vedrà risultarne chiarezza 
e brevità insieme , che in un argomento tante volte trattato 
da altri , in taluna parte non ravvisiamo. 
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2G0. Il punto non lia altra proprietà , che scmpliccnien- 
tc quella del sito ; e questo nel piano vien determinato dal- 
le date distanze da due diretlrici, o assi (tosti ad angolo (TO) 
(ter lo più retto , come sempre il sup(H>rremo nelle seguenti 
ricerche , a meno che non fosse diversamente dichiarato ; 
sicché esso risulterà dall' intersezione di due parallele agli 
assi , alle rispettive distanze date da' medesimi (^9). Or 
queste parallele avendo per proprietà caratteristica 1’ equi- 
distanza de’ loro punti dall’ asse rispettivo , ne segue , che 
indicando (H‘r /3 la distanza dall’ asse delle ascisse , e per a, 
r ultra da quello delle ordinate , le corrispondenti equazio- 
ni ad esse saianno y = p 

X = a 

che sono le medesime di quello al punto , che da essa vica 
determinato. 

2C1. Che se suppongasi 

fi = o 

la parallela all’ asse delle x coinciderà con questo , la qual 
condizione si Irover'a algebricamente espressa dall’ equa- 
zione jr z= 0 

11 luogo del punto sarà in tal caso l’ asse delle ascisse , ed 
esso risulterà dato dall’ essere 

y = o 

E sarà poi x = o 

la condizione corrispondente all’ annullamento della distan- 
za a della parallela all’ asse delle y , da questo ; ed il luo- 
go del punto sarà l’ asse delle ordinate. 

262. Avendo poi contemporaneamente luogo le condizioni 
y = 0 
X = 0 

si esprimerà da esse il punto ove gli assi s’ incontrano, cioè 
il principio delle ascisse *. 

dàtiianio preftrì.’a la denominazione Euleriana principio delle a- 
ecifse (I ijnella di origine delle ascisse , di cui si valse il Cramer, e co- 
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263. Considerando ora una <]ualum]uc reità /\P [fuj 30 ] 
ÌDclinata agli assi, che incontri nel principio delle ascisse ; » 
noto dagli Elementi, che debbano le sue ordinate serbare una 
costante ragione alle ascisse corrispondenti ; e però indican- 
do con et , /3 le coordinale di un punto assegnalo della mede- 
sima , e con x,jr quelle di un qualunque altro punto di es- 

sa ,la sua equazione saraj^ = — x 

264. E volendo al contrario passar da tale equazione alla 
retta eh’ essa rappresenta , cioè costruirla , è evidente , che 
basti prendere sull' asse delle x , dal punto A , un a.seissu 
AC uguale ad a , e per 1’ estremo C condurre una p^irallela 
CE all’ asse AY , ed uguale a ; la congiunta AE, indelini- 
tamcntc prodotta , sarà la retta dell’ equazione proposta . 

265. Or essendo noto dalla Trigonometria che " sia la 

tangente dell’ angolo PAX , in cui la retta AP inclinasi al- 
r asse dello asc isso {Triy. §.20.) , indicandola con A: , 1' c- 
quaziono di sopra recala prenderà la seguente forma 



cd essa dovrà ammettere que’ cambiementi di segno , clic 
ammette la tangente , c quindi il seno , c coseno dell ango- 
lo , o arco cui corrisponde. 

266. A discutere tali cambiamenti , si descriva dal prin- 
cipio A delle ascisse un cerchio qualunque MNl\S [lirj.31] : 
e cominciando a computar gli archi dal punto M verso !N , 
nel qual quadrante la tangente c positiva , per esser positi- 
vo il seno Dd, e '1 coseno AD di un arco Md tra questi limi- 
ti compreso (rri 5 .§. 21 e 22.) ; 1' equazione por tutte le ret- 
te AP, che cadono da M ad N serberà esattamente la forma 

y = 

c per essa saranno positive le a: c le y. 

«e più comunemente or si usa , itmlmtndoci la voce orijjinc dinolart 
«sa derivazione , che jui non ha luogo. 
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3G7. Cbc se producasi la T)d (-{-/) in , nel quarto 
quadrante , la tangente k essendo negatira , 1’ equazione 
prenderà la forma 

y = ~kx 

Ed essendo 1' ascissa Al) rappresentante il coseno la stessa 
di poc' anzi , c quindi positiva , 1’ ordinata Dd' , che rap- 
presenta il seno , dovrà esser negativa ; che però , per la 
retta AP' costituente con l’ asse AX lo stesso angolo, che la 
A P , ma r una al di sotto , P altra al di sopra di un tal as- 
se , dalle parti stesse , le ascisse saranno espresse uniforme- 
mente da -p a; , le ordinate poi , per la prima da 4- , per 

r altra da — y. 

2G8.Ma quelle rette AP', ÀP non avendo da alcuna con- 
dizione limitato il loro corso al ponto A della AX, e poten- 
do scorrere verso la parte sinistra della figura , anche al di 
sopra , o al di sotto della AX indefinita pel verso stesso ; 
in tal caso corrispondendo il punto d"‘ all’ estremo dell' ar- 
co Mdd'", supplemento dell’ arco Md ; dovrà risultar nega- 
tivo il coseno dell’angolo MAd'", cioè esser negativa l’ascis- 
sa AD' (x) corrispondente al punto d'", rappresentando essa 
il coseno di quell' angolo , e positiva 1’ ordinata D'd'" ( / ) > 
che n’ esprime il seno. Ond’ è che la retta A/>' , opposta alla 
AP', sarà rappresentata dalla stessa equazione 
y ~ — kx 

ma non per le ordinate negative , sì bene per le ascisse. 

2GI). Finalmente pervenendo al punto d" , per 1’ equazione 
alla AP prolungala al di sotto del punto A , verso p, essen- 
do negativi ad un tempo il seno ed il coseno dell’arco che vi 
corrisponde , a computarli da M , cioè lo_p e le a: , F equa- 
zione per essa prenderà la forma 

— y = — kx 
cioè y = kx 

identica a quella per 1' altro ramo superiore ÀP di tal ret- 
ta ; ma però per le ordinate ed ascisse del pari negative. 
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270. Da ciò ìatendoosi le denominaziooi date dagli anali- 
sti a’ quattro angoli , che formano tra loro gli assi coordina- 
ti XX',YY', cioè a ciascun di quelli compresi nel primo qua- 
drante MN , di angolo delle ascisse ed ordinate positive ; nd 
secondo NR , di angolo delle ascisse negative ed ordinate po- 
sitive ; nel terso RS , di angolo delle euc'use , ed ordinale ne- 
gative. Finalmente nel quarto S M di angolo delle ascisse po- 
sitive ed ordinate negative. 

271. Adunque 1’ equazione ad una retta, ohe passa pel 
principio delle ascisse , viene generalmente espressa da 

y = ± kr, 

corrispondendo il segno -j- alla retta che cade nel primo e 
terzo quadrante, il — all’altra che cade nel secondo e quarto. 

272. Dalle precedenti considerazioni risulta evidentemen- 
te assegnata la regola pe’ s^ni , che corrispondono alle a- 
Bcisse ed ordinate di una retta , o di qualunque linea enr- 
va , senza esservi bisognò di ricorrere alla nozióne di oppo- 
sizione di sito , assumendola come principio , senza dimo- 
strarlo ; che anzi un tal principio potrà derivarsi appunta 
dalle precedenti considerazioni , ohe ridurremo nella se- 
guente 

REGOLA. 

Se da un punto^ e sopra una retta di sito cominciasi apren- 
dere le ascisse positive per un dato verso; le negative dovran- 
no prendersi sulla stessa retta , e dallo stesso punto , nel ver- 
so contrario. E se le ordinale dal verso superiore ad essa retta 
si considerino come positive , quelle dal verso opposto , cioè al 
di sotto della medesima^ dovranno prendersi negativamente. 

273. Or suppongasi che il principio delle ascisse per la 
retta pAP [ flg.30,'] della equazione 

y kx ( 1 ) 

passi in B , nel verso dello ascisse positive , alla distanza 
AB e: a dal principio A già stabilito , e cho aveva dato iuo- 
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go a qaell'oqnazione ; è chiaro che avrassi tra le ascisse pri- 
mitive AD ( « } e le nnove BD ( a:' ) 1’ equazione 
X = x' a 

e però l’ equazione (1) prenderà la forma 
7 = *(x'+ o) 

Il contrario avverrebbe se il nuovo prinoipio delle ascisse 
si prendesse dalla parte delle x negative , come in B', nel 
qual caso essendo la AD = B'D — B'A, cioè a: = ** — a, 
r equazione (1) prenderà la forma 

y — k{x'—a) 

E si vede che nel primo di questi due casi , quando la 
j =3 0 , si abbia x* = — a , e nel secondo a/ = -f- a ; il 
che riconduce la regala stessa poc’ anzi data pe’ segni cella x. 

274. Che se l’ equazione fosse stata alla Vp' , e quindi 

7 = — W 

con lo stesso ragionamento si sarebbe rilevato per la nuova 
equazione riferita al principio B' delle ascisse 
j = — *(ar' +a) 

e riferendola al principio delle ascisse B , 

7 = — k{x'—a) 

275. Sicché l’eqnazione ad una retta riferita ad no prin- 
cipio di ascisse x diverso dall’ incontro degli assi, e distante 
da questo punto per ± a, verrà espressa nelle quattro forme 
seguenti 

y = A; (x a) = kx -i- ka 

y ■= k (x — o) = kx — ka 

y ~ — A (x -f- o) = — kx — ka 

y — — k{x — «) = — kx -J- ka 

E quindi, indicando ka con h , essa verrà generalmente com- 
presa nella formola 

y-±kx±h 

27G. Ma come che le considerazioni a farsi sulla medesi- 
ma sono sempre le stesse , comunque si prendano i segui del 
secondo membro ; però la esprimeremo nella sola forma 
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y = hi + k 

277. E da esse risulta, che il terzo termine h non valga 
a cambiare , ehe il solo principio delle ascisse , rimanendo 
la stessa la posizione relativa della retta rispetto agli assi ; 
e però che tutte le equazioni che abbiano lo stesso coefil- 
cicnte per la x appartengano a rette parallele tea loro . 

278. E facile anche l’ intendere , che a stabilire il sito 
della retta primitiva dell’ equazione 

y = kx 

basti la sola conoscenza di k (264.) ; poiché essa parte da 
un punto dato , eh’ è il principio delle ascisse ; mentre a 
stabilir quello di una retta rappresentata dall’ equazione 
^ = Ax + A 

bisogni conoscere oltre l’angolo d’ inclinazione all’ asse del- 
le X , ancora il punto ov’ essa l’ incontra , il quale si deter- 
minerà facilmente col supporre la^ = o ; d* onde si ottiene 

X — — : cioè che un un tal punto d’ incontro (listerà da 

quello dell’ intersezione degli assi per la quantità -^,eper 

quel verso che ne indicherà il segno di -^lisnltante da quel- 
li ond’ erano affetti A ed A nell’ equazione alla retta ; giusta 
la regola di sopra data (272). 

279. Poste le precedenti generali considerazioni per la 
forma dell’ equazione alla retta , passiamo ora ad esamina- 
re le modificazioni eh’ essa riceve per le diverse condizioni 
che le se appongono. 

E primieramente suppongasi , che la retta dell’ equazione 
j = Ax -b A 

debba passare pur un dato punto delle coordinate • , ^ ; 
onde si abbia per esso x = « , ^ = /3 , e però l’ equazione 
alla retta in tal punto si trasmuterà in 
= A* A 
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d’ onde A n= /9 — A» 

vale a dire , che lai retta incontra 1’ asse delle ^ alla distan- 
za — ho, dal principio delle ascisse (273) . Quindi sosti- 
tuendo tal quantità in luogo di h nell’ equazione generale di 
sopra esposta , questa rimorrà trasmutata nell’ altra 
y- fi=h{x — a.) 

la quale rappresenta in conseguenza una retta , che passa 
pel punto delle coordinate /9 , e fa coll' asse delle ascis- 
se un angolo la cui tangente è dinotata da k. 

280. £ volendo geometricamente ottenere la precedente 
equazione , tirisi pel punto dato B [ fìg. 32, ] la BR paral- 
lela all’ asse ÀX , si avrà 

MR ; BR A : 1 

nia A MR — MN — BC y — p 

BR = AN — AG =*■—'» 

Si avrà dunque la proporzione 

jr — fi •. X — * A : 1 

dalla quale sì ottiene la stessa equazione di sopra. 

281 . Da ciò risolta , che 1’ equazione alla parallela tirata 
pel punto delle coordinate a , /3 ad una retta dell' equazione 

y = kx h 

debba essere (277) 

y rrrr fi == t (x a) 

282. Se la retta espressa dall’ equazione 

y — fi =k{x -T- n) 

passar dovesse per un altro pnqto dato B', delle coordioate 
a', fif ; sicché rimanga interamente determinata nel sito , si 
avrà la relazione 


fi'- fi=k(a '- ,) 

_fif~fi . 


e però k = , 

a! — a, 


ond’ è che l’ equazione alla retta , che 


passa pc’ punti delle coordinate fi-, a!, fi' sarà 
B' — 3 
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, 283.11 che potrebbesì ancora geomelricamente comprova- 
re nel seguente modo. 

Sia U* la retta , che passa pe' punti dati B , B' delle 
coordinale « , /3 ; a', /3'. Condotta per 1’ un di essi la BQ 
parallela alla ÀX, sarà 

BQ = CC'=a' — », 

Or sicno AN , NM le coordinale di qualunque altro punto !M 
delh 'retta BB''. La BQ incontrando la MN in R , sarà 
ItIR = r _ ^ , 

BR = X — ■ * . 

Quindi essendo , pe' triangoli simili BRM , BQB' , 

MR : RB :: B'Q ; QB 

ed in simboli 

y — j3 : X — x:: — 12 : x' — X 

si avrà per 1’ equazione alla BB' 



284. Con. Che se prendasi nella medesima retta un altra 
punto B" delle coordinale /3", essendo i punti B,B',B" 
per diritto , dovrà aver luogo l’ equazione 

fi' — p __ fi"— fi 

0/^9. a. — <9. 

che riduccsi a 

fi (,' _ .») + _ .) + fi"(x - »') = a 

285. Or se vogliasi 1’ espressione della retta interposta 
tra’ punti dati B,B', cioè della loro distanza, essa si ha cvi> 
dentemente nella fonnola 

BB' = V((*' (^'-<3)-^ 

28G.Chc però, se diventi zero il primo dei binomii sotto 
il radicale , la distanza de’ punti sarà rappresentata sempli- 
cemente da /3' — /3 , od essi dovranno quindi trovarsi nella 
perpendicolare ali’ asse delle x , se al contrario sia zero 1’ 

10 
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allro binomio /9'— /3, tal distanza verri espressa da «' — «, 
ed i ponti si troveranno nella parallela a quell’ asse. 

Il che poteva anche rilevarsi dall’ equazione 


/-/3 


flt' » 


(*— «) 


Poiché divenendovi zero 1’ »' — et, e facendosi però infinita la 
tangente dell'angolo, che la retta di essa equazione forma eoa 
r asse dell’ ascisse , ciò dinota, che la medesima gli sia per- 
pendicolare ; mentre al contrario, essendo zero — fi, 1’ e- 
qnazione vedesi ridotta ad / = /3 , eh’ è per la parallela al- 
l’asse delle X alla distanza fi (261.). 

287. Sostituendo nell’ espressione della BB', invece del- 
l’ un termine quadralo sotto al segno radicale , quello , che 
le corrisponde nell’altro di essi, per l’ equazione ottenuta nel 
§. 282 

fi> — fi =zk{%' —o) 

si avranno i due seguenti valori razionali della BB'. 

V0+ *• 

BB'=(»' — *)V(1+^’) = (*' — 

dal primo de'quali si ha il valore della distanza tra due punti 
dal conoscersi solamente le loro altezze , e V angolo in cui 
la retta per essi incontra la retta di sito cui riferisconsi quel- 
le altezze ; e dall’ altra si ha quel valore dal conoscersi un 
tal angolo , e la projezione della retta tra que’ punti . E que- 
sta seconda espressione può riuscire utilissima neltrallare a- 
naliticamente le quistioni geometriche nello spazio. 

288. Or sieno / = kx -J- h 

y = k'x' + h' 

le equazioni a due rette LP, QR [flg.33-'\ riferite agli stessi 
assi, inclinandosi a quello delle ascisse V una LP nell’angolo 
<é della tangente k , 1’ altra QR in quello della tangente 
k' j che però non essendo parallele , dovranno incontrarsi . 
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£ doTendo nel punto Y' del loro incontro aver comuni le 
coordinate AX' , X'Y*, cioè esser la a; = x’ , y =y' ; si a- 
vranno però di esse i rispetlivi valori 

A'— h kh' — k'h 

k—k' ’ k —k' 

289. E se suppongasi una terza retta dell’ equazione 
f = k"x" + h" 

questa intersegberà la prima nel punto delle coordinato 
A"~ h k"h — k"h 



Che però volendo , che questo punto d’ intersezione sia lo 
stesso di quello delle prime due rette, è chiaro dover essere 
h'—h _ h"—h 

k — k' ~ k—k- 

Ih' — k'h _ kh" — k"h 
k — k- ~ k—h" ' 

ciascuna delle quali equazioni sviluppata , e ridotta condur- 
rà , come doveva avvenire , essendo esse l’ una conseguenza 
dell’ altra , alla medesima equazione 

h{k" — k') -f h'{k — k") — h"(k — k') = 0 
eh' esprime la condiziono perchè tre rette s’ interseghino in 
un medesimo punto. 

290. Volendo determinare l’angolo LY'Q, che le due rette, 
forman fra loro, è chiaro esser questo la dìQìerenza degli an- 
goli Y'QX , Y'LX, ne' quali inclinansi respettivamen te al- 
1’ asse delle ascisse ; die però essendo A', k le loro tangenti, 
c dinotando con ( quella dell’ angolo cercato LY'Q , si avrà 

_ k'~ k 
‘ ~ l + kk' ■ 

291. Che se al contrario fosse note T angolo LY'Q, in cui 
r una retta QY' inclinasi all’ altra LP , e si cercasse 1’ c({ua- 
zionc di quella. 

Piendeodo dalla precedente equazione il valore di 
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che sarà 


k' = 


r "f* A* 


1 — //t 

r equazione rischicsla , per la retta Q'Y sarebbe 
<+ /• 


292. E se la reità QY' passar dovesse in olire pdl punto 
delle coordinate * , j3 , la sua equazione diverrebbe 


293. Che se I’ angolo LY'Q fosse retto , divenendo infini- 
ta la t ( Tng. §. 23. ) il fratto ridurrebbesi a — 4- 

1 — tk k * 

c però le equazioni precedenti , elio divengon quelle della 
perpendicolare alla LP , si trasmuterebbero nelle altre 


j — /3 = _-i(x — «) 

Ma tali equazioni possono ottenersi più geometricamente 
nel seguente modo. 

294. Essendo retto 1' angolo LY'Q [ fig.34. J , l’angolo 
Y'QL dovrà esser eompicmento dell’ altro YXQ ; c però es- 
sendo k la tangente di questo, quella del primo dovrà essere 
1 1 , 

~J~ , c quindi _ _ l' altra del suo supplemento Y'QX 

( §• ‘23. ) , cioè deir angolo clic la Y'Q fa coll’asso 

delle ascisse; laonde l’equazione di quella retta risulterà 
della forma poc’ anzi stabilita. 

29i).In oltre le coordinate del punto d’ incontro della per- 
pendicolare con la LP saranno le ridotte dal §. 288 col so- 
. . 1 

sliloire ^ a A', e perù le seguenti 

_ /■(/,--/,) _ k'h'+h 

■ • I + A' ’ 1 + A* 
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Dalle quali rimane determinato quel punto d’ incontro. 

29£. D Tolendosi la grandezza della perpendicolare alla 
retta dell’ equazione ' \ 

= A'x + A 

tra il punto d’ incontro poc’ anzi assegnato , ed un altro di 
essa perpendicolare delle coordinate bisognerà sostitui- 
re nella formola 




(285) 


le cqulralcnti espressioni per x, jr, poc’ anzi rinvenute . 

. . k<h’ — h) 

Or ia tal caso la quantità x — « = ^ a di- 

, nella quale essendo , per 1’ e- 


kh' — kh—»^ «A’ 


Quazionc della perpendicolare dal punto delle coordinate »,P, 
Av3 = - » + (293) 

facendo tal sostituzione si lia 

X( /3 — X » — A ) 

^ ~ “ 1 + A- 

e similmente si troverà 

|3 — A» — A 


y-P = - 


i+k' 


delle quali quantità fallane la sostituzione nella formola 

c poi operandovi le convenevoli riduzioni , si avrà Gnalmcn- 
te , per espressione della lunghezza richiesta. 


/3 — Aa — A 

VO +*■) 

^97. Ma questo risul lamento può ottenersi con maggior 
semplicità, ed eleganza riflettendo , che nel triangolo rettan- 
golo rCY' r an^lo in B compreso dalla perpendi- 

colare , c dall’ ordinata del punto B sia lo stesso dell’ ango- 
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lo f , che la retta proposta (a coll’asse delle ascisse .(77) , « 
però si asra ( Trig.74. ) 

BY' = -?^ . 
seg.B 

Ciò posto essendo x = « V equazione alla BG , 

ed y =z kx +k quella di PL ; 

nel punto d’ incontro C si avrà 

y = CG = A « -f 

Quindi BC = BG — CG = /3 — (A* + 4); 
ed è poi seg. ^ (1 + tang.’^) = V(1 + k') 

Risulterà dunque 

V\ + A* 

298. Ritornando alle espressioni delle x ,y pel punto d’ 
incontro di due rette rilevate nel §.288. vedesi, che essendo 
k = k', debbano risaltar infinite le x , j', dal che si scoi ge, 
che le rette debbano in questo caso esser parallele fra loro, 
come si ha dagli Elementi di Geometria ; poiché tali duo 
rette s’ inclinano sotto angoli uguali all’asse delle x. 

299. Ma prima di lasciare quest’ argomento , che abbia- 
mo cercato esporre nella maniera più elementare , che si 
poteva , accenneremo brevemente qualche cosa per le prece- 
denti equazioni alla retta, supposte le coordinate obblique. 

Sìa dunque f l' angolo in cui inclinasi la retta PL [f-35.2 
all’ asse delle x, e 0 quello degli as8Ì,o delle coordinate, cioè 
YAX ; condotta da H la HF parallela a quell’ asse , ed indi- 
cando la HA per à , si avrà 

MF z=z y — A , HF =» x 
nnjf.YAX = ang. YHF = d 

on^.MHF = 

ong.llMF =: YHM = fl — f 
e però essendo nel triangolo BMF ( Trig. §.77. ) 

MF : FB :: sen. ^ : sen. (6 — ^ 
cioè y — b : X =: scn.f ; scn.( ® •— 9 ) 
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bI otterrii però V equaxione di PL 

( j — h) 8CD.( 9 — ?) = rsen.^ 

sen.^ 


o sia 




sen.(d — ^ ) 


:+ò. 


sen.f 


E se pongasi per brevità il rapporto costant e^^"'" ^ = k 

la precedente equazione prenderà la stessa forma finora con- 
siderata. 


y = kx ^ h 

in cui però laArnon più rappresenta la tangente trigonometrica 
dell’ angolo onde la retta inclinasi all’ asse delle ascisse , co- 
m’ era per lo innanzi ; si bene il rapporto dei seni degli art- 
gali , cA’ està fa coW aste delle ascisse , e con ipteUo delle or- 
dinate ; e questo rapporto tornerà ad esprimere una tangen- 
te quando un degli angoli sia complemento dell’ altro , cioù 
quando 1’ angolo degli assi fosse retto . 

300. Eearà facile modificarla per tutt’ i casi precedente- 
mente considerati ; e rilevarne ancor quelli ne’qnali essa non 
carni ij di forma , quando ciò non riesca avvertirlo diretta- 
lucn'.e , come avviene , per esempio , per l’ equazione alla 
■rcUa, che passi per un punto dato (280), e sia ancor paral- 
lela ad una retta data, o pur passi per due punti dati (283.). 

301. £ volendo la distanza tra questi riferita alle coor- 
dinate obblique sotto l’ angolo 0 , è manifesto eh’ essa ven- 
ghi espressa {Trig. ^ 79.) da 

,V C* — ») '+ (r — — 2(* — ») (/ — P) cos.a^ 


302. E ciò può butare pel presente argomento , di cui 
più appresso si vedrìi in che modo convenga usare nelle ri-r 
cerche geometriche , sia teorematiche , sia problematiche. 
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CAPITOLO YI. 

Particolari artifiu fer la costruzione dellK 

EQUAZIONI COMFLESSE ALLA RETTA. 



303. Si c già veduto, che la forma nclhi quale dee presen- 
tarsi 1’ equazione alla retta sia generalmente 
y = k X -{• li 

c si è pur mostralo come essa debba geometricamente costruir- 
si, cioè esibirla in effetto da’ suoi determinanti k, h (266.). 
Or le quantità A', h risultano talvolta , sia per gli apparecchi 
geometrici , che ha bisognato praticare per pervenine a deri- 
varle da altre date , sia per le operazioni del calcolo alge- 
brico a ciò occorse , sì complesse , che troppo lunga , e no- 
josa riescirebbe la costruzione dell’ equazione ottenuta , ed 
assai inelegante la soluzione del problema , che 1’ ha sommi- 
nistrata , da doverne però abbandonare ogni pensiero . 

A rimuovere siffatto inconveniente stabiliremo le seguenti 
considerazioni. 

304. Suppongasi un'equazione complessa qualunque ad unii 
retta ridotta nella forma 

•(A+B)jK + rC + D)a:+(M-bN) = o (1) 
ove A-fB,C-f-D,M-fN rappresentino qualunque pn- 
linomii, che arbitrariamente sìensi scissi ciascuno in due par- 
ti : è chiaro , che essendo indeterminate le a: , ^ , si potrà 
prender per 1' una un qualunque valore, non escluso il zcrOy 
o pur che sia rappresentalo da una relazione arbitraria , e- 
sprcssa da 

Pj, + Qx + R = 0 (2) 

la quale per nulla contraddice all’ equazione proposta ; ma 
solamente valendo combinata con quella a determinare le 
non farebbe altro , che assegnare quel punto ove le rette e- 
spressc dalle equazioni (1 ) , (2) s’ intersegano. 
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305. Cominciamo dal supporre ricavata tal relazione da ter- 

nini della stessa equazione proposta , e sia 

essa dinotata da 

Sy Ci -f- M = 0 

( 3 ) 

ne deriverà per conseguenza ancor 1’ altra 


By -f Di -f. N =s 0 



Or di qne«te due relazioni , esprimenti due rette , co- 
■traendone ciascooa, rimarranno determinati dall’ ineontro di 
esse i valori delie x quali dovranno eorrispoodere ad 

un punto della retta dell’ equazione proposta. 

Sicché operando su’ termini dell’ equazione stessa un qua- 
lunque altro arbiUario scindlmento, come di 

-f- Ci N = 0 (5) 

By -|- Di M = 0 (6) 

o in qualsivoglia altra guisa , e però ottenendosi dal co- 
struir queste novelle equazioni un altro punto della retta cor- 
rispondente alla proposta , una tal retta risulterebbe geome- 
tricamente assegnata. 

306. Ed il qui sopra esposto potrebbe ancora vcrifìcarsi 
ricavando dalle equazioni (l) , (3) , (4) , o pure dalle (1) , 
(5), (6) r equazione di condizione di cui è stato detto nel 
$. 289 ; lo che tralasciamo di fare , riducendosi a puro , e 
semplicissimo calcolo. 

307. Nel caso, che si fosse supposta la i, o la ^ uguale a 
sero , r altra delle relazioni sarebbe stata 

(A -p B) y ^ M 4- N = 0 
(C-i-D)i-f-M + N = o 

e nel primo caso si sarebbe avuto per un de’ punti della ret- 
ta quello ov’ essa intersegava V asse delle y , neU'altro quel- 
lo ove intersegava l’ asse delle i : e se ad un tempo si fos- 
se fatta l’ una , e poi l’ altra di tali supposizioni , i punti po- 
c’ anzi detti avrebbero fissata a dirittura la posizione della 
retta, che rimarrebbe però per tal modo costruita. Ma la scel- 
ta di queste relazioni dipende dalla sagacia , ed espertezza 
dell’ analista; ed i problemi, che in appresso recheremo, ove 
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questo metodo Terrà adoperato , e quelli , che oceorreranoo 
negli Optucoli , serviranoo a confermare ciò , che abbiamo 
accennato , ed a sviluppare nell’ animo de’ giovani analisti 
lo spirito d' invenzione per la scelta di questi mezzi più 
opportuni , non potendosi ciò con regole stabilire. 

308. Lo stesso modo di costruzione potrà usarsi , se l'e- 
quazione appartenesse ad nna retta parallela ad un degli as- 
si , ed espressa quindi nella forma 

(A + B)^ + (M-f.N) = o 
Poiché assumendo un’ equazione arbitraria in x ,y ■, che si 
stimi la più propria, alBnchè combinata cou la proposta ne 
risulti r altra dalla cui costruzione , e da quella dell' assun- 
ta si abbia un punto delia parallela , risulterà costruita an- 
cor questa . 

309. Ma prima di recare no qualche esempio atto a diluci- 
dare il precedente modo di costruzione, non sarà fuori pro- 
posito , poiché esso è la prima volta, che si vede esposto in 
forma didascalica , .di addurne in comprova una dimostra- 
zione diretta , ricavata dagli ovvj principj su’quali sono fon- 
dali i metodi delle tliminationi delle incognite. 

310. Rilevasi da questi , che comunque combininsi due 
equazioni a due incognite, quella che risulta, e le altre suc- 
cessive , che da novelle combinazioni otlengonsi , debbano 
serbar sempre per le incognite gli stessi valori. Adunque se 
le primitive equazioni rappresentassero rette, le espressioni 
risultanti nel modo anzidetto , sebbene esprimeranno rette 
diverse da quelle , dovranno però queste intersegarsi tutte 
in un medesimo punto , sicché a tutte le intersezioni di esse 
rette due a due debbano corrispondere le stesse coordinate ; 
che però scegliendo due qualunque delle equazioni a tali ret- 
te , le più semplici , e costruendole effettivamente , il pun- 
to della loro intersezione si apparterrà a qualunque altra 
delle rette di quelle equazioni . 

311. Cosi rappresentando 
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A^+ Bx + C = « (I) 

r equazione ad una retta, ove i coeflicienti A, B, e 'I termi- 
ne nolo C sieno espressioni si complesse , da renderne didl- 
cile la diretta costruzione , assumendo un’altra equazione 
-}• ix "}• c = 0 (2) 

ad una retta riferita a’ medesimi assi , ove taluna delle a,b,c 
può ancora esser zero , e prendendo la somma, o la dilTereuza 
di queste equazioni, ne risulteranno le altre due 

(A-fo)/-f(B-f-6)x-f(C-fc) = o (3) 

(A-«)/-f (B-6)x-l-(C-c)=:o (4) 

le quali esprimono due nuove rette , che debbono interse- 
carsi con le (1) , (2) nello stesso punto: ebe però se costrui- 
scasi r intersezione di èsse tra loro , o pur dell’ una di esse 
con la (2) , prendendo la combinazione di più facile costru- 
zione , dovrà risultarne uu punto corrispondente alla ret- 
ta (1) . Ed assegnando nel modo stesso un altro punto della 
retta proposta , assumendo un' altra equazione, la medesima 
rimarrà completamente determinata . 

312. A rischiarare ciò , che finora ti è detto, può basta- 
re per ora il seguente 


E s E M r I o. 

3l3.Debhasi costruir la retta espressa daB' eqnozione 
( oc — bd ') y — (^ad — bc ) x ed { a — b ) = o (1) . 

Assumasi per relazione arbitraria la seguente 

(oc •+• bd)y-^ {ad -J- be') x-^ ed (a-^- b) — o (2) 
sì avrà prendendo la somma , e la differenza delle due equa- 
zioni (1) , (2) , £itte le couvenevuli riduzioni , 

cj' -— da; + ed ri: 0 (3) 

dy — ex ed = 0 (4^ 

le quali equazioni essendo di semplicissima forma , e però dà 
ovvia costruzione, daranno nel seguente modo un punto della 
retta dell’ eq^uazionc (I) . 
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Dall' equazione (3) 

per y = o si ha a; 3 c 

e per x = o . . . . y = —d 

e però supponendo essere OX,OY lPg.36.'] gli assi coordina- 
ti , prendasi nell’ asse OX, nel verso delle -|- x, la OD = c , 
e sull’ asse OY, nel verso delle — y, la OH 3 d ; sarà HD 
la retta corrisponde u te all’ equazione (3). ' 

Similmente per l’equazione (4) 
per ^30 si ha x = d 

e per x = o , . . . ^ = •— c 

e quindi tagliata nel senso delle ^ 1^^ Od = d 3 OH , a 
nel verso delle — la 0/< 3 c 3 OD , si avrh la retta dh 
dell’ equazione (4) ; ed il punto P d’ intersezione delle rette 
IID (3) , ed 4d (4) sarà un punto della retta (1). 

Or prendasi per seconda relazione arbitraria la seguente 
acy -f box — bcd 3 , 0 
Che sottratta dalla proposta dà 1’ altra equazione 

bdy -p adx — acd 3 0 (5) . 

e queste riduconsi alle seguenti 

ay bx — bd 0 (6) 

by ax ■ — oc 3 0 (7) 

la costruzione delle quali si otterrà come precedentemente } 
cioè essendo , dalla (G) 
per y =z o , X 3 d 

• bd 

e per x x= q . ... y xx — 

e trovandosi già .tagliata sull’ asse delle -f* x la Pd 3 d , 

prendasi in quello delle -|-^laOK3 — , cioè terza prc^ 

porzionale dopo a, 4, d, congiunta la dA sara questa la rctU\ 
dell’ equazione (G). 

Li oltre dall' equazione (7) si ha 
per y ^ 0 , x 3 c 

ac 

e per x 3 « , . . , ^ 3 
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ed aTendosi gik snU’asse delle x la OD =s e , taglisi sa qad- 

lo delle -f ^ la OB =s cioè terza proporzionale dopo &,a,C| 

la retta BD corrìsponderi all’ equazione (7) ; ed il ponto p 
d’ intersezione delle rette dA, DB ne dorrà dinotare un altro 
appartenente alla retta della proposta equazione (t). Laonde 
una tal retta sarà la Vp. 

314. Questo argomento , sol quale, per difetto nelle doU 
trine algebriche, e geometriche, sonosi reduli cespicare ta- 
luni nostri norelli professori , rerra in appresso rischiara- 
to da altri opportuni esempj , all’occasione di problemi la 
cui risoluzione ha condotto ad equazioni, che esigevano co- 
testo metodo di costruzione *. £d esso verrà reso ancora pili 
agevole , mediante altri principi algebrico-geometrici , che 
in appresso stabiliremo, . 




♦ 5i pttrà da era rùeeatrare off uopo la telutiont tUgantinima dola 
dtUtig. Xieda lindi delpreUtma i iscrìvere io una sezione conica un 
poligono coi Utt tendenti a punti dati. ( Y. preiuiami rsinMss «i fsv 
$mmata ee.) 



pelF iiivensione geometrie^. 




CAPltOLO TU. 


Del cetCBio cocsiDBaATo come un lsoco ceometeico , 

E DELLA SUA GOMBINASIONE COR URA REITÀ. 

! 


3t5. Siccome la sola defloiiione della linea retta ci ha con- 
dotti alla sua equazione, cosi la sola definizione del cerchio 
ne offre l'equazione ad esso. Poiché ponendo per gli assi del- 
le coordinate due diametri F un T altro perpeudicolari , e 
prendendo per principio delle x , come naturalmente si pre- 
senta , il punto fisso dal quale debbono essere equidistanti 
tutti quelli della circonferenza , e eh' è F intersezione di que’ 
diametri , o assi , cioè il centro del cerchio , si vede dover 
per ognuno di que’ punti aver luc^ó la seguente equazione 

essendo ciascuna di quelle distanze espressa da \] {y' -J- a*) 
ed jf’ r’ — x’ — (r -f x) (r — x) 

che coincide con la proprietà del cerchio incidentemente di- 
mostrata da Enclide nella prop. 14. El. Il , e di proposito 
nel caso 2 della prop. 33. Ili , cioè , che : 

Il quadrato della perpendicolare al diametro da un punta- 
delia dreonferenza è uguale al rettangolo delle parti in cui ri- 
tnane il diametro da quella diviso. 

216. La semplice ispezione dell' equazione 

7* -h »• = r’ 

fa pur vedere , che in essa possonsi scambiare le x con le 
di più , che se a. ^ 0 , sar'a_^ =.±r,esex = ±r, sarà 
y = 0 ; cioè , che nel principio delle x corrisponda la mas- 
sima ordinala ; e che 1’ ordinala è zero ne’ due estremi del- 
le ascisse positiva y e negativa Uguali al raggio , eh* è puro 
la massima ascissa . Da che si vede , che una tal curva viea 
contenuta Ita limili -f r , e — r, si per le x , che per le 
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e che abbik però quattro parti ideutiche raccliiuse ne’ quat< 
tro angoli degli assi. Ed è facile ancora rilevarne, che ad o< 
gni ordinala positiva debba corrispondere 1’ ugnale negati- 
va , sicché : 

Ogni perpendicolare ad un diametro prodotta fino a divenir 
corda del cerchio deve rimaner bieeeata dal diametro etessa 

(3.1II.)- 

317. Che se il principio delle x s’ intenda trasferito per r 
sul diametro corrispondente, cioè in uno degli estremi di es- 
so , è chiaro, che ciascuna delle nuove ascisse x' si farà u- 
guale ad .t -j- r, e però essendo « = *' — r, l’equazione so- 
pra rilevala si trasmuterà nell’ altra 

y' — ‘Irx' + *'•=« 

eh' esprime algebricamente la stessa proprietà di poc’anzi. 

318. Estendendo il caso particolare di cambiamento del 

principio delle x considerato nel §. antecedente, si potrà ge- 
neralmente supporlo dilungato dal centro per la disianza m, 
sicché ponendo x* m invece di x nell’ equazione semplicis- 
sima y' -px’ — 1 * 

essa prenderà la forma 

/ + (*' + «)• =r* 

ossia 

y' *f- x" -J- 2mx' -|- to’ = r’. 

£ potendosi nel cerchio, come si é di già detto, scambiare le 
y nelle x , sicché la stessa modificazione poteva ottenersi 
col porvi -f- «, invece di ^ , l’ equazione allora sarebbe 
y ’ + X’ -b 2«y -b n’ = r* (2) 

31 9. Finalmente se queste due sostituzioni si facciano con- 
temporaneamente , nel qual caso i nuovi assi delle x , e del- 
le^ , rimanendo paralleli ai primi , cioè perpendicolari fra 
loro potranno trovarsi o dentro , o fuori il cerchio , 1’ equa- 
zione al cerchio prenderà la seguente forma generalissima 

y* *b 2wy "b X*’ "b 2inx* -b w’ -b to’ — r’ (3) 
o , tolti gli apici , introdotti a solo oggetto di maggior di- 
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y' + + *’ + 2mx + »’ + »»’ = r’ (3) 

cd il priocipio delle ascisse sarà in tal caso distante dal cen- 
tro per la quantità VC*”' + 

320. La precedente equazione generale al cerchio si a- 
rrebbe potuto anche ottenere a dirittura da principio , rife* 
rendo la curva a due assi ortogonali qualunque . Ed in vero 
dinotando con > , /9 le coordinate del centro rispetto a tali 
assi , e per x, y quelle di un punto qualunque della circon- 
ferenza , si avrà la distanza di tali punti espressa da 

che dovendo pareggiare il raggio del cerchio , produrrà per 
esso 1’ equazione 

(/ — /3y + (* — •)’ = »" 

cioè sviluppandola 

y' — 2/3)' + x’ — 2»x -f /3’ = j 

identica alla già ottenuta nel numero precedente. 

321. La differenza de’segni ne’termini affetti dalle 
nelle due equazioni , non implica diversità tra esse , dipen- 
dendo solamente dal sito degli assi rispetto al centro , il 
che rende le », fi, o entrambe positive , o pur negative , O 
l’ una del segno contrario all’ altra. E dal ragionamento fat- 
to nel $. 319 , ognuno da se rileva , che le sostituzioni ese- 
guite pel cambiamento degli assi ,dix-(-m,edj-|-n in 
luogo di X, e dì y potevano essere a seconda dei casi xdrm, 
edy ± n. Sicché in generale a qne'termini dell’ equazione al 
cerchio può darsi il doppio segno, e quindi esprimerla per 

(^±/3)’-Hx±»)*=r* 
o pure sviluppandola 

y' ± Ify -f- x’ ± 2*x -b -f — r’ = 0 
ove indicando ± 2fi per B, ± 2» per C, e /3* — r' per 

P , essa prenderà la forma nella quale suole geaeralmente e- 
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sprimersi 

y’ 4- B/ + + Car + D = 0 

322. Per tanto dalla genesi della precedente equazione si 

rileva,!’, che i termini j*, x’ debbano essere essenzialmente 
positivi, ed affetti dal coefGoiente 1 * ; 2°, che i termini Bj, 
Ca; , che contengono le prime potenze delle coordinate pos- 
sano èssere indifferentemente positivi, o negativi ; 3*, e che 
r ultimo termine D sai^ positivo se / 3 * -f- , che dinota la 

distanza del centro dal principio delle coordinate , sia mag- 
giore di 1 ^, quadrato del raggio , o sia se un tal principio 
cada fuori del cerchio, ed al contrario risulterà negativo , 
se | 3 ' -p «’ sarà minore di r' , o sia , che quel punto cada 
dentro il cerchio . £ poiché si avrebbe /3‘-{- «'= r’, e quin- 
di + la’ — r' = 0 , se il principio delle ascisse si trovasse 
sulla circonferenza del cerchio ; dovrà in questo caso esser 
D = 0 , e l’ equazione generale prenderà la seguente forma 

y' -p X* -p Ca- =i= 0 

323. Passando r un degli assi pel centro , se fosse quella 
delle X , nel qual caso = o , si avrebbe 

+ ( X — « )■ = !•■ 

ed essendo quello delle y , sarebbe » = o , c quindi 
(/ — = 

e però nel primo caso l’ equazione al cerchio avrà la forma 
_y’-px’-pCx-pD=o 

* l/ÌM tal «ondinone tquivaU a giiella di aver lo tieuo coefficiente ; 

mentre le f equazione fotte a eagion i etempio ^ 

-p ax' -p6y-pex-pd = o 

divtia tutta per a ti ridurrebbe alla forma tuddetta 

+ . t b , e , d 

**-p — y-p — x-j = 0 . 

a a a 

Ed i ancor mani/eifo, che nell equazione al cerchio non patta mancare 
alenn de' termini y’, x’, cioè quelli , che contengono le teconde potente 
delle coordinale, 
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nell' altro 

y' 4* ** "f* D =a 0 
che corrispondono alle già assegnale nel $. 318. 

324. Or nel primo di questi casi è D = «* — r’ ; e però 
se il principio delie ascisse cada sulla corsa si avrà a = r , 
quindi D = • , e I’ equazione al cerchio diviene 

+ ar’ — 2rr = o 
ossìa y' x' Cx = o 

e nell’altro caso , cadendo pur sulla curva il principio dello 
ascisse , si troverebbe essere 

y' — 2ty x’ = 0 
ed "i" + *’ = 0 

325. Finalmente se ambedue gli assi passassero pel cen- 
tro , si avrebbe contemporaneameole a = e, /3=a0, el’O' 
quazione generalo si ridurrebbe alla semplicissima 

y’ +x' = r’. 

326. Dopo aver esaminata 1’ equazione generale al cer- 
chio , e le forme diverse nelle quali essa può presentarsi, 
la prima considerazione , che ci si offre , è di conoscere in 
quanti punti una retta possa inlersegare il cerchio. 

Sìeno per tanto 

B_y -f- x’ -b Cr D = o 
ed y kx +k 

le equazioni rispettive a tali linee riferite agli stessi assi. 

Essendo ne’ punti d’ intersezione le x , y comuni alle due 
linee , è chiaro , che l’ eliminata in a; , o in ^ tra le equa- 
zioni al cerchio , ed alla retta , che risulterà della forma 
x' px q' = o • 

avrà per radici due valori della x corrispondenti a dne pun- 
ti d’ intersezione , se riaullioo redi ; e nel caso che sieno 
ancora uguali , tali punti si raccoglieranno in nn solo , che 
sarà quello di contatta della retta eoi cerchio. 

327. Quest’ ultima conseguenza conduce a risolvere il 
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problema di : lirar la tangente al cerchio per un punto dato. 

Presi a tal’ effetto per assi due diametri ortogonali , 1' c- 
quaaione del cerchio sarà ^ 

y'+x' = r' 

e supponendo , in primo luogo , che il punto dato M stia 
[ fig.37. ] sulla stessa curva , s’indichino con x\y le sue 
coordinale, e con k l’ ignota tangente trigonometrica dell’ an- 
* golo , che la richiesta tangente del cerchio fa con l’ asse del- 
ie ascisse ; sarà 

y—y'=k{x — x>) (1) 

r equazione per tal retta (280), che risulterà assegnala, e co- 
struibile col determinar la k . SA ottener ciò , s’ immagini, 
che la retta (1) invece di esser tangente del eerchio lo inler- 
seghi in qualunque altro punto M' ; dinotando con x",y" le 
coordinate di questo punto , 1’ equazione della retta , che 
passa pei punti M , M' , sarà 

= c^) 


Or se la retta ItIM' girl intorno al punto M, Gno a conroiulcr- 
8Ì colla retta (1) , cioè colla tangente iu M , gli angoli , che 
queste rette formeranno allora coll' asse delle ascisse diver- 
ranno eguali , e si avrà (282) 


1 


( 3 ) 


Ciò pesto, poiché i punti M , M' ai trovano entrambi sol cer- 
chio , dovranno veriGcarsi le relazioni 
y*’ -f a:'* = r’ 
y"' -I- *"• = r” 

c sottraendo la^conda di esse dalla prima , si ha 


' /’ — 7 "‘ - — — *"■) 

che può mettersi sotto la forma 

y'—y" 

i —x" ~ y' +y" 
Quindi per l' equazione (3) avremo 
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x'+x" 


f +/' 

óve facendo 

t" = *' , cdy'=/ 
come dcv' essere nel conlatto , risulterà 

a = -A', 


0 ) 


In tal modo determinata la k , giacché le x' ,jr' non sonò 
che le note coordinale del dato punto M , 1’ equazione (1) 
potrà esser costruita, e la retta , che ne risulta sarà la tan- 
gente cercata del cerchio nel punto M .. 

328. Sostituendo per tanto il valore di k In (1), si ha per 
equazione della tangente nel punto del cerchio , che ha per 
coordinale ac' , j' 

j—y = — y{x — x') (5) 

Ma quest' equazione può mettersi sotto una forma più eem- 
plicc , giacche trasportando l ’ y nel 2° membro si ha 
X- . y+cr" 

y y ^ y 

ed c poi y' -f- x*’ = r' 

quindi l equazione della tangente diverrà 


>^---■ 7 ' + 7 


( 6 ) 


o pure yy ^ xx' =i r* 

nella qual forma viene più frequentemente usata. 

329. Adunque tirando dal punto dato M una retta , che. 
faccia coir asse delle ascisse un angolo , la cui tangente tri- 
gonometrica sia — y , questa retta toccherà il cerchio , e 

rimarrà cosi risoluto il problema proposto. 

330. Lo stesso può ancora più elegantemente ottenersi ca- 
struendo 1' una dcHc equazioni (6) , eh’ esprime la retta me- 
desima . Iq fatti passando essa pel punto, dato M , basta pcf 
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drlerroinarla assegnarne un altro punto. Or quell’ equazione,' 
facendovi ysao, riducesi ad 


X e= 


r* 


(?) 


adunque : La tangente incontra V asse delle ascisse ad una 
disianza dal centro terza proporzionale dopo /’ ascissa dal 
centro , ed il raggio . 

331. Considerando l’eqnazione della tangente sotto la pri- 
ma delle forme (6) si vede (293) , eli’ essa sia perpendicola- 
re alla retta dell’ equazione 



la quale , com’ è chiaro , passa pel principio delle ascisse , 
cioè pel centro, e per lo stesso punto ( ) *; vale a dire : 

Lfl tangente è perpendicolare al raggio, che passa pel contatto. 

332. Che se il punto fosse dato fuori della curva , il pro- 
blema della tangente rimarrk risoluto dalla stessa equazione 
(6). In fatti chiamando a,|3 le sue coordinate, ed x^, y quelle 
del punto cercato di contatto , l’ equazione della tangente in 
tal punto sarà (328) 

yy + xx' = r’ 

£ dovendo una tal retta passare pel punto {a, fi), si avrà 
fiy + ax> = r’ (8) 

ove le x'y' SOUP incognite . Ma poiché il punto (x',y) è sul 
cerchio . si ha 


y+x'*=r* (9) 

combinando dunqne quest’ ultima equazione colla preceden- 
te si otterranno i valori delle incognite s>f,y a ai avrà co- 
sì sul cerchio il ponto cercato ( ^', y ) . Inoltre dovendo 
i valori di x', ed y ottenersi per equazioni di 2* grado, do- 


* Da qui innanzi tucremo una tale abbrmasione , per indicare il 
punto delie coordinate , che gli corrispondono , dinotando per prima di 
use I ascissa . 
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Yranno parò risttllarDe duo punti di contatto ; e quindi due 
tangenti potranno condursi al cerchio da un dato pwUo. 

333. Qoesti ponti di contatto si potranno ancora ottenere 
con più faciltà costruendo ì luoglii geometrici , che rap- 
presentano isolatamente le eqnaiioni (8) , (9), l’ ultima del- 
le quali non è «he lo stesso cerchio dato ; e l’ altra, eh’ è ad 
una retta , potrà divenire piu semplice facendo passare un 
degli assi , por esempio quello delle ascisse , per lo stesso 
punto dato ; ed avendosi per tal modo fi—o, l’ equaiione si 

ridurrà ad sd — — 

» 

eh’ esprìme una parallela all’ asse delle ordinale, distante dal 
centro per ‘la terza proporzionate dopo la congìungenlo del 
cestro stesso col punto dato, ed il raggio; il che ritorna alla 
proprietà della tangente il cerchio dimostrata net §.330. Que- 
sta parallela intanto segherà il cerchio in due punti (326) ; 
e le rette, che uniscano questi punti col punto dato saranno 
entrambe tangenti del cerchio . 

334. L’ equazione trovata per la tangente del cerchio nel 
punto (x',y) è riferihile all’ equazione di questa curva nella 
forma semplicissima 

y + a’ = r- 

Ma se r equazione al cerchio fosse la generale 
y -p -f x’ -p Cr -j- D = o 
si troverebbe collo stesso procedimento , che 1’ equazione 
della tangente del cerchio nel punto (x' , y) debba essere 

( 2/ .f B -p( 2x' -h C ) X -1- B/ -f- Cx* -P2D =: o 

335. Foste le precedenti considerazioni locali, delle qua- 
li occorrerà usare nelle ricerche geonietrkbe , che trattan- 
si col metodo algebrica , continueremo à dimostrate altro 
principali proprietà del cerchio , già nolo dagli Elementi 
onde si vegga ancora la corr'ispondeuza del metodo geome- 
trico puro con quello che ora usiamo. 

330. Dagli estremi A, B di una corda del cerchio s’ inflel- 
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tano a qualunque punto G della ciré onferenza le AC , GB, e 
vogliasi detenninar l’angolo ACB . 

Preso a tal effetto per asse delle ascisse la stessa AB , e 
per quello delle ordinate la perpendicolare ad essa nel pun- 
te A , si dinotino con a , le coordinate del centro 0. 

L’ ^unzione al cerchio sarà (322) 

/ — 2^y + **_ 2»x=o (1) 

ed indicando con x' , y' le coordinate del punto C, le equa- 
zioni delle rette AG , BC saranno rispettivamente 

/ = ^ P) 

osservando che le coordinate deT punto B sono espresse da 
2» , e aero . Ciò posto calcolando (290) la tangente dell’ 
angolo compreso dalle rette (2) , (3) , trovasi 

y 

tang.C a' ^ 2.y 

1, y V y y+*'*-2«' 


* Euendo a , e zero le cootdnmte del ponto A , ed «* , y* qutUiid 
punto C , r eguazione della retta BC, che pana per guetli due punti , 
modetlata luUa formala 


B a' 


eepoeta nel 28S , tareliòe 


y — o = ^ J'^ (tc — 2aì 


2a — icf 


fhe ridueeti , come topra , ad 


af — 


(*— a*) 


eetJ no dt mmmapeviutti eannmth', giaeeU ne' rieullamenti non 
daremo da ora innanzi , eàe le eeprettioni eoneenevolmente ridotti tulli 
/orinole , e/ke ti citeranno. 



152 Dell mvenzione geometrica. 


Ma troTandoai sul cerchio il punto C , cioè il punto (x', 
ai ha dalla (1) 

y — 2/9/ + a/* — 2»x* = 0 


e quindi 


/• + *'• — 2»x' = 2/9/ 


ai avrè perciò 

tang. C = 

d’onde rilevasi, che l’angolo C sia di costante grandezza, o- 
vnnqne prendasi il punto C sull’ arco ACB . In conseguenza 
Tulli gli angoli compresi nella stessa porzione di cerchxo 
sono eguali fra loro. 

AOR 

337. Essendo tang. C = — = tang. AOD = tang. — 


2 »/ » 
W~1 


tae risulta ancora , che 

L’ angolo al centro è doppio di quello alla circonferenza , 
poggiami sullo stesso arco ( 2Q.El.IIl. ). 

338. Si è detto qui innanzi ovunque prendasi il puma C 
nell arco ACB, per essersi considerata nel calcolo come po- 
sitiva l’ordinata / del punto C ; ma se questo punto si pren- 
da sull'arco AC'B, eli’ è nel verso delle ordinate negative, la 
sua ordinata sarà essenzialmente negativa, cioè — / . £ 
dando luogo a tal modifica si avrà 


tang.C' = — , 

Vale a dire gli angoli nel segmento di cerchio AC'B son pa- 
re lutti eguali tra loro ; ma ciascun di essi I’ è supplemento 
degli angoli contenuti nel segmento ACB . Da ciò rilevasi 
per tanto, che : 

Gli angoli opposti di un quadrilatero iscritto nel cerchio 
sono , presi insieme , eguali a due retti (22.EI.J1L). 

a 

339. Essendo j = -^x l’ equazione del raggio , che pas- 
sa per A , quella della perpendicolare AZ elevatagli per 
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quel punto , cioè la tangeute del eerchio io A ( 293 ) , sa> 

9e A 

rà = — X, quindi tang. ZAB = ^ = lang. C' . 

Bisulla da ciò , che gli angoli ZAB , AC'B sono egaali fra 
loro , al par degli angoli Z'AB , ACB . Vale a dire 

U angolo formalo dalla tangente , e dalla segante è quaiUo 
t angolo posto nella porzione alterna del eerchio (32. £/.///.). 
340. Se la AB passasse pel centro, cioè fosse un diametro 

del cerchio, si avrebbe in tal caso j9=o; e tang.C = — =; oo, 

o 

d’ onde si ricava , che 

Ogni angolo nel semicerchio t retto (3i.El.IIJ.). 

341 .Or da qualsivoglia ponto A [ftg.39.], dentro, o fuori 
di un cerchio si tiri comunque la retta AP , che incontri la 
circonferenza ne’ punti M,N, e si cerchi l’ espressione del ret- 
tangolo AMxAN in funzione delle coordinate di que’punti. 
Ad ottenerla, presi per assi il diametro , che passa per A , e 
la perpendicolare elevatagli dal punto medesimo , e dino- 
tando con k la tangente dell’ angolo MAX , e con x', x" le 
ascisse de’ punti M , N ; la formola 

(*'-*)V(1 +4-) 

del 287 , darè 

AM = ** V (1 + 4’) , . 

AN = *"V (1 + 4’) 

e quindi 

AM X AN = x'x" ( 1 -f A’) (1 J 

Ciò posto chiamando a l’ ascissa del centro , l’ equazione al 
cerchio sarà 

J'* + (* — »)’ = r' 
ed essendo io oltre y kx 

quella della retta AM ; eliminando la_^ tra queste due equa- 
zioni , le radici dell’ equazione risultante 
2» »’ — r* 
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corriiponderaoDo alle ascisse x*, x". E doTeodo essere il lo* 
ro prodotto quanto 1’ ultimo termine , cioè 

gigli — s 

~ !+*• 

sostituendo questo valore di xV in (1) si avrè 
AMxAN = »■ — r* 

da die vedesi essere quel rettangolo di data grandezza, qua- 
lunque sia l’angolo della AP coll’ asse delie ascisse ; e però : 
Se da un punto dentro , o fuori del cerchio si tiri comunque 
una segante ; il rettangolo de’ segmenti di questa fra il punto , 
e la circonferenza sarà sempre della stessa grandezza , cioè 
quanto la differenza de’ quadrali del raggio , e dell' ascissa 
corrispondente a quel punto ( cor. 36. El. III. ) . 

242. Cadendo il punto A fuori del cerchio, se avvenga che i 
punti M , N si raccolgano in uno , come io M', nel qual ca- 
so la segante diventa tangente del cerchio (326) : il rettan- 
golo di AM in AN si cambia in AM'* , che non cessa di es- 
sere uguale ad — r’ . Quindi : 

Se da un punto fuori del cerchio vi cadano una segante ed 
una tangente , il rettangolo de’ segmenti della segante , Ira il 
punto, e ’l cerchio, pareggia il quadrato della tangente ( 36. 
El.III.). 

343. Dopo aver veduto in quanti punti una retta possa in- 
tersegare un cerchio , esamineremo ancora in quanti punti 
possano intersegarsi due cerchi fra loro ; il che analogamente 
a ciò, che si è detto nel §.326. dovrà venir dinotato dal gra- 
do dèli’ eliminata in y,o in x tra le equazioni a’ cerchi pro- 
posti , le cui rispettivi equazioni sieno 

y' -J- x’ -j- Cx -J- D = o 
y' + -J- x’ + C'x -}• D' = 0 

Or tali equazioni essendo entrambe del 2° grado , a giu- 
dicarne dall’ ovvio teorema algebrico , che asse.gna il grado 
dell’ eliminata , dovrebbe questa ascendere al 4° grado . Ma 
perchè i termiiù, che contengono le seconde potenze di jr. 
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ed X , per la natura delle equazioni al cerchio , debbono 
essere afletli da coeflìcieoti eguali , essi si distruggeranno 
vicendevolmente , sottraendo l’ una equazione dall' altra ; ed 
ascenderà al 1* grado l'equazione risultante in x, y, che sarà 
la qui appresso 

(B — B')/+(C — C')x + D — D' = n 
dalla quale se ricavisi il valore di y, o pur quello di x , e ti 
sostituisca in una delle precedenti , l’ eliminata sarà del 2* 
grado ; e però : 

Due cerchi non t' mlersegano in più di due punti(ìO.El./I/.) 

344. Che se le radici dell' eliminata risultino eguali, rac- 
cogliendosi in una le due intersezioni , i cerchi si tocche- 
ranno ; e quindi ; 

Due cerchi non si toccano in più di un punto (13. £/.///.) 

345. L’ equazione generale al cerchio esibita nel $. 32(K 
oltre le indeterminate x , y alla enrva , per le quali ne vie- 
ne espressa la natura , e costituito di essa un luogo geome- 
trico , contiene ancora le quantità a, /?, che sono le deter- 
minanti il sito del centro , e l’ altra r , cioè il raggio , da 
cui dipende la grandezza del cerchio ; e queste quantità va- 
riandosi nella equazione generale , la fanno appartenere a 
cerchi diversi nel sito , e nella grandezza. Che però , te vo- 
gliasi far corrispondere quell' equazione ad un determinato- 
cerchio , conviene che le- tre suddette quantità prendano 
ad un tratto determinali valori ; il che non potendo avve- 
nire , se non per mezzo di tre equazioni dissoeie * , che le 
connettano fra loro , c derivino- da condizioni appartenenti 
al cerchio , si vede quindi , che ad assegnare il sito , e la 
grandezza di uu cerchio, cosi in generale , comesi è detto-, 
vi bisognano tre condizioni , come , per esempio , di dover ■ 
passare per tre punti dati , o di toccare tre rette date ; e que- 
ste condizioni sì minoreranno di numero , secondo che sà 


* Cioè r una òidipriulrRU iolL ailciu 
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minorì quello delle indetermiDatc a, fi, r, cioè , ebe tal nn 
dì queste prenda un dato valore . Cosi volendo &r passare 
per punti , o toccar rette un cerchio di un dato raggio , le 
condizioni dovranno esser due , necessarie a determinare il 
sito del centro : e se fosse ancor data la distanza del centro 
da una retta data di sito , basterà , che si supplisca un' al- 
tra condizione sola , come di passare per un punto, o toc- 
care un’ altra retta . E di tutte le cose qui accennate se ne 
vedranno esempj in appresso. 

34G. Chiuderemo questo argomento del cerchio col se- 
guente 

problema. 

Bitrovare il luogo geometrico del concorso delle tangenti 
'AB , BC [ figAO. ] tirate al cerchio dagli estremi di qua- 
lunque corda AC , che passi sempre per un punto dato P , 
dentro , 0 fuori di esso. 

Si prendano per assi due diametri ortogonali del cerchio , 
e si dinotino con a, fi le coordinate del punto P, per 
x" , y" quelle delle estremità A, G della corda AG , e siena 
I , u le coordinate del punto B. L' ^nazione del cerchia es-< 
scndo 

y + = 

quelle delle tangenti ne’ punti {x",y') saranno 

rispettivamente ( 328 ) 

//' -+•*»:'= r* 
jjr" + a»" =5 r* 

e poiché queste due tangenti incontransi nel ponto ( (, u ), si 
avranno le due relazioni 

uy' -f tx' sz r* 
uy'* -f. <*" s= r* 

dalle quali si scorge, che l’equazione della retta fra’ contatti 
A, C, o sia fra’ punti ( x',y ), ) , sia 
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tyr + te . = r’ 

mentre soatitnendo in essa le coor^nate corrispondenti ri- 
produconsi le due ultime equazioni. Dovendo dunque questa 
retta passar pel punto (a, fìj , si avr^ tra le coordinate { , u 
la relazione determinata 

/3tt + « t s= r’ 

ovvero , cambiandovi ìet ,uìa x ,jr rispettivamente, 

Pjr »x r' 

Quest’ equazione sark in conseguenza quella del luogo cerca- 
to ; ed essa esprimendo una linea retta, ne risulta il 

TEOREMA, 

347. Il luogo d» punii di concorso delle tangenti condotte al 
cerchio per gli estremi dì una sua corda , che giri intorno ad 
un dato ptaUo è una retta data ài sito. 

Essendo l’ equazione di questa locale della stessa forma 
della (8) nel 5-382 , potrà la retta corrispondente assegnar- 
si come fu fatto per quella nel §- 383. Quindi presa sulla 
OP, conginngente del centro 0 col punto dato P, la Op ter- 
za proporzionale dopo la stessa OP , e 1 raggio OR , la lo- 
cale richiesta sarà là perpendicolare BB' elevata da p sul 
la OP. 

348. È chiaro per tanto , che la locale BB' cadrà fuori del 
cerchio se il punto dato P stia dentro di esso ; e per V oppo- 
sto cadrà tutta al di fuori se il punto stia dentro. 

349. Siccome dato il punto P si è determinata la retta BB', 
che ha con esso la relazione espressa dall’ equazione 
fljr ax = r‘ 

cosi , viceversa , se fosse data una retta potrà determinarsi 
un punto , che abbia con tal retta la medesima relazione ; 
allora le », /3 coordinate del punto sarebbero incognite ; e se 
ne determinerà il valore col supporre , che l’equazione pre- 
cedente, e quella della retta proposta , che sia rappresenta' 
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ta da y ■sz kx h 

etprìinano entrambe una medesima retta. Quindi messa la 

prima equazione sotto la forma 

ai asranno per determinare », e ^ le relazioni 


h = 


T** ^ J** 

e però * = — — , /3 = -^ • Adunque la retta data aa- 
rà la locale ricercata nel precedente problema relativamen- 

( ^1 f** \ 

— , -j^j . E da queste considerazioni 

ricavasi il teorema inverso del precedente , cioè , che : 


teorema. 


350. Tirando da ciascun punto di una linea retta data di 
silo le due tangenti ad un cercJùo j le rette , che passano pe 
ricettivi contatti $' intersegano tutte in un medesimo punto . 

351 . Iiaonde supponendo che sia BB' la retta data , que» 
alo punto si determinerà sul diametro perpendicolare ad es- 
sa , prendendosi dal centro la OP terza proporzionale dopo 
0;,,e ’l raggio del cerchio. 

352. La relazione , che esiste fra la locale , e ’l punto ha 
meritato una particolare attenzione dei geometri di tutl i 
tempi , come lo mostrano i Conici di Apollonio , e poi 
quelli del de la Hire , del Simson , e per ultimo ancora del 
nostro Pergola, tanto quelli geometricamente trattati (Corso 
geom. del Flauti vol.III.) quanto gli analiticamente esposti 
( Trai, anal. delle scz. con. ec. J . Ma posteriormente si è 
data a quella locale , ed al punto correlativo un’ acconcia 
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denoininazìoDe , chiamando l’ una polare rispetto al punto^ 
e questo polo rispetto a quella retta . 

353. Ritornando ora sull’ equazione 
fijr + *x = r' 

ottenuta per la polare relalÌTameiite al punto ( « , ^ ) , si 
irede essere identica a quella della retta fra’ contatti delle 
tangenti il cerchio tirategli dal punto stesso ; e però 1’ un di 
tali problemi trarne con se l’ altro, quando il punto dato sia 
fuori del cerchio ; mentre , supponendolo dentro di questo, 
essa ne assegna la sola polare ; poiché in tal caso non pos- 
sono esistervi tangenti, e per conseguenza punti di contatto. 
334. In oltre se paragonisi 1’ equazione della polare 
py -f «X = r’ 

con r altra 

yy + x** = r’ 

della tangente il cerchio nel punto ( x*, y ) , si vedrò , che 
da questa si ottenga quella sol che le coordinate del contat- 
to si scaxnbiino con quelle del polo ; e però essendo , pel 
cerchio rappresentato generalmente da 

-f- Bj' -f *’ + C® + D = 0 

r equazione della tangente nel punto (x* , /) espressa da 
( 2/ + B ) + ( 2** + C) x-1- By -f. Cx» + 2D = 0 
quella della polare del punto ( /3 ) risulterò 

( 2^ -f B + ( 2» + C ) X + B^ C* + 2D = o 
355. Termineremo il presente articolo delle polari colla 
enunciazione de’ seguenti principali teoremi su di esse , che 
si deducono dalle dottrine finora esposte. 

1*. / poli delle rette , che postano per uno stesso punto , 
tono allogati in linea retta . 

È questo per l’ appunto il primo de’ teoremi di sopra 
mostrato ( §.347. ) . 

II*. Le polari corrispondenti a punti messi in linea retta 
i iniersegano in uno stesso punto. 

È r altro teorema del §. 350 : 
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III*. H punto dal quale liransì ai cerchi le due tangenti , 
2 il polo della corda fra' contatti . 

vT.La parallela condotta per quel punto alla retta fra con- 
tatti y è la polare del punto medio di questa. 

V*. La congiungente due punti , ò la polare del punto di in“ 
contro delle polari de’ punti medesimi. 

VI*. E : L’ intersezione *di due rette t il polo della eon- 
ghingcnte i poli delle rette stesse. 

VII*. Le polari de’ punti posti sopra un diametro sono pa- 
rallele fra loro . 

vili*. Ed : I poli delle rette parallele Irovansi allogati nel 
diametro perpendicolare ad esse . 

356. Non «sseodo nostro scopo il dar qnl nn trattato al- 
gebrico-geometrico delle proprietà del cerchio , basterà per 
nn saggio di esso quél tanto , che se n’ è finora indicato , 
dal quale potrà facilmente taluno , che il voglia , pervenire 
a svilupparne in simil mòdo altre proprietà già geometrica - 
mente conosciute , o pure dedurle per immediate conseguen- 
ze dalle indicate. 

Del resto avvertiamo i giovani a guardarsi bene dal crede- 
re di potersi esimere dall’ apprenderle , per prima loro isti- 
tuzione, in modo affatto geometrico, e specialmente studian- 
do gli Elementi di Euclide . £ quello , che da noi si è qui 
operato , ha avuto sólamente per iscopo di mostrar loro 
sempre pili la corrispondenza de’ due metodi geometrico , 
cd algebrico , e di fare ad essi riconoscere col &tto 1’ esat- 
tezza de’ risultamenti geometrici , che ottengonsi coi meto-' 
di algebrici . 
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Udì 

CAPITOLO Ylir. 

(40GI0 DI APPUCAZIONE De’ PniNCIPJ DI GEOMETniA ANALITICA 
PDECEOEHTEMENTC ESPOSTI AD ALCUNE RICERCHE GEOMETRICHE 


357 . Sebbene la materia dell' invenzione geometrica , che 
finora abbiamo trattata in due libri, non fosse , che prelimi- 
nare ad essa, di cui specialmente sì dovranno esporre i prin- 
cipj , ed il modo di usarne nel seguente libro III. di questa 
parte 1 , pur tuttavia , la specialità dell’ argomento di que- 
sti ultimi capìtoli c’ induce a qui recarne un saggio di sua 
applicazione ad alcune quistioni geometriche ; serbandoci 
ad estenderlo maggiormente in appresso, e nel luogo suo più 
proprio. 

Le poche ricerche su tal proposito, che qui recheremo da- 
ranno ancor occasione a speciose proprietà del triangolo, del 
quadrilatero, c del cerchio, le quali concorrono ancor esse ad 
estendere l’ immensurabile campo della natura di tali figure , 
ed a somministrare altro materiale a nuove indagini. E talu- 
na di quelle è a dirittura nuova , le altre sebbene ripetuta- 
mente trattate da illustri analisti moderni , si vedranno pur 
tuttavia più semplicemente esposte , ed io un modo ancora 
fecondo di utili conseguenze \ da che rimane ancor giustifica- 
to il loro inserimento in questo luogo del presente trattato. 

Sono poi esse anche tali da condurre a quel paragone del- 
r un metodo con l’ altro nell’ inventar geometrico , da che 
dee risultar sempre più convalidato il precetto da noi ri- 
petutamente insinuato a’ giovani di non doverne trascurare 
alcuno, se il chiaro nome di geometri vogltansi a’nostri tem- 
pi meritare. Eden tal confronto si renderà più evidente nel- 
le noti corrispondenti, non avendo stimato conveniente d’ in- 
terrompere per esso 1’ uniformità della presente trattazione. 
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nOBLCNA. 

358. Date di grandezze le eongtvngenti i vertici degli an- 
goli di un triangolo co' punti medj de' lati opposti costruire il 
triangolo \_Pg-41. ] . 

Fiuaii due assi ortogonali , suppongasi il triangolo ri- 
cbieslo ABC costruito in modo , che un de’ suoi vertici A ca- 
da nel principio delle ascisse , e la congiungente di esso col 
punto medio del lato opposto coincida con questo asse , e 
sicno E, F i punti medj degli altri due lati . Indicando con 

x\y le coordinate del punto B, quelle di E saranno ^ 

Dicasi in oltre x" l’ascissa di G , che ha per ordinala 

— y' * ; saranno ^ le coordinate del punto F. In 

JL 

fine se indichinsi con a , b , c le tre rette date AD , BF , 
CE, si avrà (285) • 

E sviluppando queste equazioni , e sottraendo 1’ una dall’ al- 
tra si ha tosto 

x'’-x"’=A(4._e-) (2) 

Ciò premesso l’ equazione della BC essendo (282) 

* Poithi il punto medio di BC trorar si dee sull asse delie ascisse , 
prendendosi potitira V ordinata del punto B, fucila del punto C dev' es- 
ser» essenziidmente negalita. 
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2y' 

sostituendovi le coordinate del punto D , che trovasi su di 
essa , e che son dinotate da o , e zero , ne risulterà 

x' + x"— ‘la (3) 

E dividendo ciascun membro di (2) per ciascun di quelli di 
(3) si ottiene 



• dalla (3) , e (4) sì ricaverà immaiiliiicnti 
, _3a- + A'_ c’ 

3« 

3a’— i* + c* 

x" — 2_ 

3a 

SoD questi i valori delle ascisse de' punti B , C : ma per 
determinare compiutamente tali punti è d' uopo assegnare 
ancora le loro corrispondenti ordinate, cioè la sola j'; poiché 
quella di C è — j da cl»e il triangolo proposto risulterà 
costruìbile conabìoando ciascuna delle (l)co’ valori (5). 

359 .Ma si perverrà a risultamenti di più agevole costru- 
zione considerando le equazioni delle BF , CE , espresso 
rispettivamente da 

j r — 2y x" ^ ^ 



sstia da 

oy _ *« y ^ yr 

y — 2.r" .t' -h y' 

y — ; 1 ’-t- =.x 

3/ ^3 

alle quali tvidcjileuenle soddisfauo le coordinaàt 
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a/ -j- x" 

jr = o, x = -3- 

cioè , per la (3) , 

2a 

j, = 0 , * = -3 . 


Ed il primo valore mostra , che le rette EF , CE s’ interaegar 
DO sull’ asse delle ascisse ; V altro , che vi s’ intei^segaDo a, 
2 

di a , cioè di AD , dal vertice A. Or potendo egualmen- 
te supporsi , che V asse della ascisse coincida alla sua vol- 
ta con ciascuna delle altre due coogioogenti DF,CE , è chia- 
ro , che allo stesso risultamento si perverrebbe rispetto ad 
esse prendendo per asse £F, o CE ; vale a dire che ciascuna 
delle rette OF, OD, OE è terza parte di ciascuna delle rette 
daleBF, AD , CE. E però ne derivano per ineidenza dimo- 
strati i due seguenti 


ij E o a E « I. 

360. I. Le tre rette condotte dai vertici di ì$n Iriatfgolo ai 
punti medj dei lati opposti s’incontrano in un medesimo punto. 

361 .11. £ ciascuna di esse t^iman divisa in quel punto neh- 
la ragioTUf di, 2 ad i , a contar dal vertice. 

362. Or questi teoremi rendono pib facile la eostruzipne. 
del triangolo richiesto , imperciocché risultando l’ ascissa 
AP (a-') del punto D determinata dalla prima delle ec^uazior 
ni (5) , si eleverà da P la pcrpcrpendicolare , e. ’l punto B, 
segnato in essa dal cerchio descritto col centro 0 , oh’ è il 
punto in cui la AD è divisa nella indicata ragione , e col- 
2 

r intervallo OD =-q-BF , sarà 1’ qn de’ vertipi del triangor 

Io ; il quale rimarrà in conseguenza determinato . 

Per tapto a determinar la AB non è necessario costruire a\- 
0 «ma delle cqoazioni (5,) ; ptxlendo ciò oUeaersi dall’ cqu^' 


Digitized by Google 


VcH ùivenxiofte geomtirioa, 

BÌone (4) , dalla quale si ha , 

X* — x" b' — c* 


C quindi DP =-l- ^ eapressione di facile coitruiione. 
w a 


PROPOSIZIONE li. 


BaOBlEM4. 

363. Date le 0e perpendicolari , che da vertici degli an~ 
goh di un triangolo ti tirano at lati opposti , cottruire il tri- 
angolo [flg‘42.'\ . 

Le tre perpendicolari a> lati BC , CA , AB sieno rispet- 
tÌTapienle dinotale da a , 4 , c , cioè AE con a , BF con b , 
CD con o , e ’l triangolo intendasi costruito in modo che 
nn de’ suoi lati i AB per esempio, cada sull’ un degli assi , 
e ’l Tertice A coincida nel principio delle ascisse ; chiaman- 
do x* , y le coordinate del punto E , la distanza AE do’ 
punti A , E sarà espressa da y( y * + **’)» ® quindi si avrà 
y’+sd'=a' ( 1 ) 

In oltre l’ equazione della retta AE essendo 

y 

dorrà r oltra di BC, che l’ è perpendicolare , essere (293) . 

e faceudori successiTamente x = o , jr =c j >» troveranno 
le coordinale dei punti B , C espresse per 

* >'• ^— 7 — ’ " ) or.»» J ? ’ ” 
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Quindi r equazione della retta AG , sarà 

csf 

c la lunghezza della perpendicolare condottale da B estenda 
(296) 

ex' a,' 

a'—cy ^7 


ai ottenà 


cioh 




a* c 




= i 


b'c' ( /’ + x'^ ) — 2co’iy + a*b' — a*c' = o (2) 

Or combinando quest’ equazione con la (1) potrà ottenersi il 
Talore tanto di x' , che di y ; quindi il punto E rimarrà co- 
struito ; e sarà poi facile ottenersi il triangolo ABC. 

Imperocché descritto il cerchio EHI, col centro A, ed in- 
terrallo la data AE , gli si tiri per E la tangente BEC , ed 
applichisi nell’ angolo ABC perpendicolarmente ad AB la 
CD = e ; si avrà il rertice C del triangolo , che risulterà 
interamente esibito congiungendo la AC. 

364. Ma se riflettasi, che le equazioni (1), e (2) rappresen- 
tano due cerchi , quel punto E potrà ottenersi dalla loro in- 
tersezione. Di fatti il cerchio dell’ equazione (1) è lo stesso 
poc’ anzi descritto , e l’ altro dell’ equazione (2) , la qualo 
divisa per b\' riducesi ad 


ossia ad 




(ij 

costruiseesi lacUateule nel seguente modo . 
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rlCT 

Preu sulla perpendtcolue ad AB la AG Una proporzioDa' 
le dopo e , ed a , cioè dopo CD , ed AE ; sarà G il centro 
del cerchio , ed il suo raggio sarà quanto la terza propor- 
lionale dopo b , ed a, cioè dopo BF, ed AE : e l’ interse- 
zione di questo cerchio col primo n’ esibirà il ponto E . 

365. E polrebbesi ancora costruire il problema con l’ in- 
tersezione del cerchio EHI , e di una retta, sostitnendo nel- 
l’eqnaziooe (2) a* ady -f da che si ha l'eliminata in^ 

b’c'a' — 2co’ by' -J- 0^4* — o^ c’ = 0 

ossia 

2cb’y = b’c' -f- o’i* o’c* 

equazione , eh’ esprime una parallela all’ asse delle ascisse. 
PROPOSIZIONE III. 

TEOBEMA. 

366. Le Ire perpendicolari tirate da' vertici degli angoii di 
un triangolo a' lati opposti s intersegano in un medesimo pun- 
to [flg.42.] *. 

Presi per assi un de’ lati AB , e la perpendicolare elesa- 
Ugli dal ponto A , si dinotino con a , /3 le coordinate del 
punto C , e dicasi «' 1’ ascissa AB del punto B . Saranno 

r = — X 



le equazioni delle AC, £C rispettivamente ; e però 



* OuesUt verità pelea faedmeate dedurti datt analisi del preeedenit 
problema ; ma peiM non vi ti i presentata dirtttasnesde , eom' i avTti 
Muto nella prtetdenlt riettta , fi 4 preferito di dimostrarla a parte. 
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quelle delle perpendicolari BF , AE . Elifflinando la y tra 
qaeate equazioni trovasi per l’ ascissa del loro punto d’ in- 
contro 

x~* 

eh’ è r equazione della terza perpendicolare CD ; le quali 
adunque s’inters^ano tutte in un punto, come ai è proposto. 

PROPOSIZIONE IV. 


FBOBLENA. 


367.Z7a(i di silo tre punti, esibire il triangolo , eke si ot- 
tiene congiungendoli [fig-^3.J. 

Le coordinate de’ punti dati A , B , G riferiti agli assi 
ortogonali PX , PY sieno rispettivamente (• , I®) j (»' jl®* ), 

( •” 5 ® ““ de’ punti A si tiri alla congiungente 

BC gli altri due la perpendicolare AD . Dinotando con S la 
superficie del triangolo sarà 

__ ADxCB 
2 

Ciò posto r equazione di GB essendo 

^ »' — »" »' — »" 
pel valore della perpendicolare condotta su questa retta ddl 
punto A ( », /3 ) si avrà (296) 

-Z®'— 13" 

; V—»» «'— »» ») 

VC’ + * ) y/((^-n ’ + (•'—")•) 

Laonde essendo (285) 
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rinulterà 

2 

368. CoiDcideodo un qualunque de’ Terlici C del triaugo> 
lo col principio delle ascisse , si avrà 

«" = 0 , /3" = o , 

e r espressione dell’ aja di esso ridurrassi alla forma piti 
semplice 

O _ »;3' 

* 2 

369. Se i tre punti dati fossero per diritto , in tal caso 
STsncndo 1’ aja S del triangolo , si arra la relazione stessa 

+ ^'(•"— ) + n *-*') = 0 

che fu rinvenuta nel §. 284. per condizione di tre punti in 
linea retta . 

PROPOSIZIONE V. 


pboblema. 


370. Esprimere V aja del triangolo in funzione de^ lati. 


Si prenda per principio delle ascisse un qualunque deVer» 
tici C [ fig. 44. ] del triangolo ABC , e s’ indichino gli altri 
due A, B con ( ^ )> ( *'? ) rispettivamente, sarà (368) 


S- 


»'/3 — »/ 9 ' 
2 


0) 


Ciò posto dinotando con a , 6 , e i lati BC , CA , AB del 
triangolo , si avrà (285) 

V a' = /3" + «'• 
i* = /3* + *• 

*• =(/S _/2')'+(a-«')* 
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sol(raen<]o l’uhima eguaglianza dalla somma delle prime due, 
risulterà 

a’ + i’ _ c’ 


: + et»' 

ed , elevando a quadrato , 

^ ^ ^ — S'/t’' -l. 


( 2 ) 


.y = /3’/3'* + «•»'• + 2/3/9'»»' 


In oltre sottraendo ancora quest’ eguaglianza dal prodotto 
delle stesse prime due , si otteri^ 


= .•/3'*+»'*/3*-2p/3'«»'=(»'^ 

quindi per la (1) sarà 

4CS* = 4o*6* — (o’ + 6’ — «’)• 

ed ^ = — ( o’ + S* — c’)’) 

formola identica a quella trovata in altro modo nella Trigo~ 
nomttria ( V. Note a 90 , e 91 ). 


PROPOSIZIONE VI. 


raOBLEMA. 


371. Trovare il centro, e ’l raggio del cerchio circoscrittièile 
ad un dato triangolo. 

Si riferisca il triangolo [ flg.45.1 agli assi ortogonali PX, 
PY , e sieno si, y le coordinate del centro del cerchio ; 
e quelle de’ vertici A B , C sieno rispettivamente dinotate 
da » , /3 ; »' , /3' ; »" , j3". Chiamando r il raggio ignoto del 
cerchio , si avrà per l’ equazione ad esso (320) 

(y—f )■ +(x — a/)* =r’ 

Dovendo dunque questo cerchio passare pe’ tre pnuti A,B, C 
si avranno le corrispondenti equazioni di condizione 
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(/3 -yy + (• - *')• = »•’ 1 

J (i) 

(i3"-y)* + (•"-*')• = r* ) 

le qoalt risolvono il problema , giacché rimangono per essa 
determinate tanto le coordinate a/ , y del centro , quanto il 
raggio r . Per tanto sottraendo la terza dalla prima , e daHa 
seconda , si avranno le due seguenti equazioni nelle sole in- 
cognite x'y y 

3y(/3 _ fi") + 2*' (• - »'')=03- +»• ) _(|3"-+ a"‘) ) 

W- /3") + 2** -03"’+ *'") Y ^ 

dalle quali si possono dedurre i valorì di a/ , y , cioè le 
coordinate del centro 0. 

372. Ma se trattisi di assegnare il centro geometricamente 
potranno costruirsi i due luoghi geometrici (2), che rappre- 
aentano due rette , le quali nella loro intersezione daranno un 
tal punto . In questo caso però sarà permesso di render piu 
semplici le equazioni alle due rette , dando agli assi un sito 
più conveniente ; giacché , supponendo solo *, che I’ un de’ 
tre punti A, B, C, V ultimo per esempio , cada nel principio 
delle ascisse , per essere allora a." =^o , fi" = o , le equa- 
zioni (2) si ridurranno rispettivamente a 


* Olire a eupporre che un de' «ertici del triangolo coincida nel prinei- 
pio delle aeeieee , potrebbe ancora T un degli atei farti coincidere con 
un lato d el triangolo ; e t rùuitamtnii diverrebbero anche più templici. 
Coti tupponendo per aempio che F aue delle ateittt coincida col lato 
BC , oltre oda." = 0 fi" xzo -, ti ovni pare fi' =zo, eie eqaaiioni 
delle due rette (Sj ri tratmuterebbero in 

fig' + acd = I ' J^ 

2i 


(e guedi riproiaevt», etai'i cMaro , (a tleiia coetnaione guattU recala' 
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fy + =ilt^ 
,y+ .V =£+f:. 


( 3 ) 
ìF) 

a Tedesi chiaramenle , che alla (3) soddisGoo le coordinale 
— , — , corrispondenti al punto medio di CA , ed alla (4) 
9} Bf 

le coordinate , — corrispondenti al punto medio di CB. 

z z 

Di più mettendo la (3) nella forma 

^* +•* 


y=-j*'+ 


2/3 


•i vede (293) , che sia tal retta perpendicolare all' altra 

« 


cioè al lato AC : e nello stesso modo si conchiuderà , che 
la (4) sia perpendicolare all’ altro lato CB . 

Adunque divìdendo i lati ÀC , CB per metà in D , E , 
ed elevando ad essi da tai punti le perpendicolari , il punto 
O , in cui queste s’ incontrano, sarà il centro cercato ; co- 
m’ era già noto dagli Elcmaiti . 

373. Che se in vece sì cerchino i valori delle coordinate 
del centro, eseguendo l’ eliminazione tra le equazioni (2) 
si avrà 

Qs-+»-)(/^'-^)+(^- V )(^-/^0+(^»- +»“•)(/-/») 

2 +/3"(«-»')) 

y _ (/3-+y)(»»-«')+C3'H»'-)(«-»»)+(^”’+»»’)(s>'-o) 

2 + /S"(*-»')) 

e sì riconosce a colpo d’ occhio , che il denominatore equi~ 
valga al quadruplo dell’ aja del triangolo , cioè a 4S (307). 
Inoltre , sostituendo questi valori di a', y' in una delle C' 
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quazioDÌ (1), sarà facile di ottenere il valore di r , cioè del 
raggio del cerchio circoscriltibile al triangolo. 

374. 1 precedenti valori delle coordinate del centro po- 
trebbero rendersi più semplici, particolarizzando il sito de- 
gli assi ; ma essi non avranno allora quella generalità di cui 
le formole debbono essero rivestite onde applicarsi a tntt’ i 
casi . Pertanto facendo coincidere il punto G col principio 
delle ascisse quei valori si ridurranno ad 

2(»'/3_a/3') 

nelle quali espressioni il denominatore equivale tuttavia al 
quadruplo dell’ aja del triangolo cioè a 45 (368). 

375. Or si chiamino a, 6, c i lati del triangolo rispettiva- 
mente opposti agli angoli A, B, C, e si osservi, che essendo 

«'• + |3" = a‘ , ed <*• + ^* = 6* (5) 

i precedenti valori di ,y riduconsi ad 

fia’ — /3'A* 

— .1 - 

45 

, a'a' — »'4* 

ma si ha per 1’ attuai posizione degli assi -f- a:" r* 
sostituendovi adunque i corrispondenti valori, si avrà 

fes- 
che , in virtù dell’ eguaglianze (5) , e della (2) del proble- 
ma precedente , riducesi ad 

,, _ —a’6'(a’+6' — c’) 

’’ 16S’ 

“ 16S’ fbS' 
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quindi estraendo la radice quadrata , sari 
ab c 



espressione semplicissima , dalla quale si ha il valore del rag- 
gio del cerchio circoscrillibile ad un triangolo in funzione 
de’ lati y e dell’ aja , come fu gii rinvenuta nella Trigono- 
metria . 

376. Essendosi dimostrato nel §. 370. 

(a’+i’— c*)*) 

sostituendo questo valore di S nella precedente formula, si 
avrà il raggio espresso ne’ lati del triangolo , cioè 

abe 

c*)^ 

come si era egualmente ottenuto nelle note alla Trigono- 
metria . 

PROPOSIZIONE VII. 


raOBLEHA. 


577. Trovare il centro , e’I raggio del Cerehio iscrilli- 
hile in un dato triangolo. 


Sia 0 il centro cercato [Jig.46.] ; le perpendicolari Oc , 
Oc', Oc" tirale da esso su i lati saranno uguali fra loro, essen- 
do ciascuna raggio del cerchio . Ciò posto si adottino le se- 
guenti denominazioni 


pel punto B 
pel punto B' 
pel punto B" 
pel centro 0 


(» > /S ) , 


lato B'B" ■= c 
lato BB" = c' 
lato BB' = c" 


raggio=Oc=Oc' =0e"«= r 
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m 


I 


Le eqaazioni dei lati saranno 

ff _ a'|3"— »"(9' 

perB'B» r = 


a» «"/q 


«/S"— a"/S 

pcrBB" 


p€T 


BB' 


^ a — ** 


« — »' a — »■ 

e per le lunghezze delle perpendicolari si avrà in conseguenza 
y(»>- oc») — _ fi") _ (»’/3» _ 

c 


Oc = 


0) 


Oc' = 
Oc" = 


y (* _ «") _ _ |3") _ (. /3» _ «."fi) 

y(» -«')- -'fi' )-{«fif fi) 

c" 


( 2 ) 

( 3 ) 


Essendo dunque queste perpendicolari eguali fra loro , e cia< 
acuna eguale ad r , si avranno le tre equazioni di condizione 

y(*< _ »«) _ 3»{fif -fi") — («' fif'— »"fi> ) = e r 
y(»»_ « ) — a^(fif'-fi ) — {«."fi — • P") = c» r (4) 
y(» _ -/3') - ^ — »'/3 ) = c"r 

Ricavando da queste tre equazioni ì valori di y, ed r si 
aarà risoluto il problema. 


* La lunghezza della’ perpendicolare Oe larMe propriamente (296) 

fi>—fi" a' fi" — *"/S' 

VC'+(7^>)' yK^-'-y+if^-e-y) 

ed or <i ratviM, ck« U denominatore dri teeondo membro etprima appun- 
to la distanza dei punti BL , Bf' , eke si i dinotala con e ; s valga lo stes- 
so perle espressiom di W , Oef, 
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Eseguendo per tanto l' eliminazione co’metodi conoscìntiy 
si arranno per le coordinate del centro , e del raggio le se* 
gnenti simmetriche , c marchevolìssime formolc 
«c + *'c' + »"c" 

“ c + c'+c" 

_ /3c-f /3V-f ^V' 
c c" 

c -f- c* + c" ~ c + c' -f c" 


378. Essendo e =^J — »« 

«'= VC* 

e"=V((. 

sostitnendo questi valori nelle precedenti espressioni di 
s', y, ed r , si avranno le coordinale del centro , e ’l raggio 
del cerchio iscrittibile in un triangolo , espresse solamente 
in funzione delle coordinate de’ vertici di esso . 

379. Se nn vertice del triangolo , per esempio B", cada 
nel principio delle ascisse , e ’I lato B"B' si distenda su que- 
st’ asse , le espressioni quassù recate diverranno alquanto 
più semplici , riducendosi, per essere allora *" =*o, fi" = o 
/S* = 0 , a' = c , ad 

, « c -f- f c' 

e-f- 

•' c-pc'-hc" 

r= __£i_ 

c+c'-f-c" 

c potea giù prevedersi che in tal caso il raggio , e l’ ordina-* 
ta del cerchio risultar dovessero la stessa cosa. 
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380. Dee osservarsi SDU’aoalisi precedente, cbe essendo ne- 
gativo il numeratore dell’ espressione (2) rilevata dalla for- 
inola (296). 

jS — (*» + fi) 

V(1 + A') 


per la lunghezza della perpendicolare Oc', è d’ uopo cam- 
biarvi i segni a fin di renderlo positivo. In latti è chiaro, che 
r ordinata della retta BB", su cui cade Oc' , corrispondente 
all' ascissa x' dal centro , dev' essere, per la sua posizione 
nella figura , maggiore dell’ ordinata del centro stesso y . 
Quindi r equazione della retta BB" essendo come sopra 


y = 


* + — : — -TT 


9 , 9 > 


pel punto di essa cui corrisponde l’ ascissa x! , sark 
/3 — ^ _ »,S"— a"(3 
* — »" » — »" 
e moltiplicando tutta l’ ineguaglianza per ( » — a" ) , che 
per effetto ancora della posizione della retta BB" è una quan- 
tità positiva * , essendo * > »" , si avrà 

/(*— *") < *'(/3 — /3") + (»/3" — «"(3) 
ed /( • — »") — — /3") — (»/S" — a"/3 ) < o 

Risulta da ciò, che il primo membro di questa ineguaglianza 
sia una quantità negativa : ma esso è identico, a meno de’ se- 
gni , al numeratore del valore di Oc' ; dunque il valore di 
questa perpendicolare dedotto dalla formola poc’ anzi indi- 
cata è negativo , ed a renderlo positivo , non si avrà, che a 
cambiarvi i segni . La stessa discussione farà conoscere , che 
i numeratori delle espressioni (4), (3), per le Oc, Oc", siea 
già positivi , sicché non occorra farvi alcun cambiamento . 


'Seta Tuanfirà'o — a") foiie ilata negativa, nelf ineguaglianza avreb- 
be dovuto cambiarei il eegno ^ in ^ , com'è nolo dall' Algebra , 

16 
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PROPOSIZIONE Vili. 


381. jn punto di concorso delle tre congiungenli i vertici 
di un triangolo co' punti medj de' lati opposi , quello delle 
tre perpendicolari tirate da vertici a' lati medesimi , c 7 cen- 
tro del cerchio eircoscntùbile al triangolo sono in linea retta. 

Prendasi per asse delle ascisse un Iato AB' [flg.47.^ del 
triangolo ABB', e la perpendicolare innalzatagli dal pnnto A 
sia l’ asse delle ordinate . Dinotando con « , |3 le coordinate 
del punto B , e con «' il lato AB', tarli 

P 

y — — X 

I’ equazione del lato AB . Laonde V equazione della perpen- 
dicolare B'F condottagli dal punto B' ( «', o ) sarà (293) 

e però le coordinate del pnnto T, in cui s’incoDtrano le per- 
pendicolari , saranno 


I. per r incontro T delle perpen- 
dicolari 

..li.» ^ - 


X =» 

«( a y 


In oltre essendo coordinate del punto E , me- 

g! 

dio di AB, ed —, e zero quelle del punto C, medio di AB', 
le equazioni delle B'E , £C saranno respetthramente 

/9 , 


«— 2 *' 


A* — *') 


■‘p , 

e le coordinate del punto V, in cui a’ incontrano , saranno in 
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cnnsegucDza 

W.per l'incontro V delle congiungen- 
ti de’ vertici co’ punti medj de’ lati 


X 


“3“ 


7 = 


3 ' 


Fioalmente per avere le coordÌDate del centro del cerchio 
circoscrittibile al triangolo , basterà porre nelle espressioni 
del §.373 »" = o , /S" = 0 , /3' = 0 , giacché nel caso at- 
tuale il punto ( a", j8" ) cade nel principio delle ascisse , e 
di più il lato AB' ai confonde con quest’ asse ; e sì troverà 

( * = - 

III. pel centro 0 del cerchio circo- f 2 

scrittiòile 1 -J- *’ — «»' 

( 2 


Or sostituendo convenientemente i sei valori I , II , e 111 
nell’ espressione (284) 

/3(»' — •") -h /S-C»" — .) -h iS"(. — a') = o 
eh’ è la condizione da verificarsi perchè tre punti sicno in 
linea retia (284.), risulta pel primo membro, dopo i neces- 
sarj sviluppi , 

( »a' — *• _ fi.) + {fi' + ». — «»') 

e quindi 

0 = 0 

Il qual risullamento mostra , che la condizione di cui trattasi 
ha luogo effettivamente pe’ tre ponti T, V , 0 ; d’ onde se- 
gue , eh’ essi debbano stare per dritto : come si è proposto 
a dimostrare. 
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PROPOSIZIONE IX. 

rnoBLEKA. 

382 . Esibire la relazione , che dee aver luogo Ira' determi- 
nanti di una retta, e di un cerchio dati, perchè si tocchino. 

l<e eqoaiioni del cerehie , e della retta , per assi retta»* 
golari qualuiMjae , sieoo rispettivamente dinotate da 

/+Bj'+a:’ + Cx + D = o (1) 

y=kx-^h (2) 

Eliminando la j' tra queste due equazioni, le radici della ri- 
sultante equazione di 2° grado in x , cioè , 

nh + BA- -I- C A* + BA + D 

- + r+T *+~1 + À-~ =" 

corrisponderanno ( 32C ) alle ascisse de’ punti d’ incontro 
delle due linee . Ma per ragion del contatto queste ascisse 
debbono eguagliarsi ; dunque per le note teoriche algebri- 
che , sarà 

(2AA + BA-l-C)’ _ A’ -f BA D 
/^(1 

cioè , 

(2AA .{. BA + C)’ = 4(1 -f A-) (A* + BA H- D) 

e sviluppando , e riducendo , si rileverà per la richiesta re- 
lazione 

A’(B‘_4D) + 2AC(B + 2A) — 4A(B -f- A) (C-— 4D) = o 

Vale a dire, che il cerchio , e la retta si toccheranno quan— 
tevolte fra’ determinanti di esse due linee abbia luogo l’ iu* 
dicata relazione. 
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rKOBlEMA. 

383. Dati due cerchi disilo , e di grandezza; iscrivere 
neir uno un triangolo , che risulti circoscritto alT altro. 

Si dinoti con ( C ) il cerchio nel qnale il triangolo dee 
trovarsi iscritto , e 1’ altro con ( C' ) .1 vertici ignoti V,V', 
V" del triangolo , si esprimano rispettivamente con ( 2 , 0 ) 
z", v" ) , prendendo per assi il diametro , che 
passa pe’ centri de’ cerchi , e la perpendicolare elevatagli da 
una delie estremità nei circoscritto ; sicché chiamando a l’ a- 
acitsa dal centro dell' iscritto , ed r , r' i raggi di quello , e 
di questo, le loro equazioni saranno rispettivamente 

y — 2rx — a:‘ per (C ) 

(x — a)’ = r • 

cioè , + x’ — 2ax +a’ — r'’ = o per (C') 

Io oltre quelle de’ lati del triangolo saranno 
— 3 ' ) — x(u — v') = zt/ — z'v , per VV' 1 

«") = 3V'_ zV , perV'VM (1) 
3 ) — x(ti" — » ) = i"v — zt/' , per V' V 7 

E poiché i tre vertici (z,v), ( 3 ', t/ ) , ( s", o" ) trovansi 
sul cerchio ( C ) , dovranno per essi aver luogo le relazioni 
t.’ = 2rz — 3’ 

*/• c: 2rz' — 3** 

,/'■ .= 2rz"— z"' 

Dì più esprimendo , mediante la relazione generale espo- 
sta nell’ antecedente proposizione , che le tre rette (1) deb- 
bono esser tangenti al cerchio ( C'), si avranno , colle tre e- 
quazioni (2) , sei equazioni nelle sci incognite 3 , 0 , 3 ', v', 
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a!\ v", per le quali il problema rimane compiutamente con- 
dizionato. Ed eliminando da tali equazioni cinque delle sei 
incognite , se ne avrà una sola nella rimanente , per esem- 
pio in z ; per mezzo della quale conoscendosi la z, eh’ è l'a- 
scissa dell’ ignoto vertice V , un tal punto rimarrà delermi- 
nato , e quindi si sarà risoluto il problema.' 

584. Ma può beo comprendersi, che un’ eliminazione di tal 
natura sia del tutto ineseguibile * ; cosicché l’ analisi recata 
del problema, non dia già la soluzione di esso, ma ne mostri 
appena la via per eseguirla . Converrà dunque rivolgersi ad 
altro espediente ; e noi uno ne mostreremo proprio non solo 
a dare no' elegante soluzione dell’ attuai quistione ; ma da 
potersi ancora vantaggiosamente applicare ad altre ricerche, 
come mostreremo piò innanzi con qualche altro esempio . E 
crediamo , che senza di esso riesca inutile ogni sforzo per 
una pura soluzione algebrica del presente problema , che ha 
richiamata I’ attenzione de’ pili valenti analisti . 

385. Siene dunque espressi , come innanzi , con ( z, t> ) , 

( z', v' ) due punti qualunque V , V ' del cerchio ( C ) , l’e- 
quazionc della retta , che passa per essi sarà 



, * Volendo compiere r analin del problema neW indicalo modo , le eei 

efnauont , ohe ne rievllano , e Ire le quali converrebbe eseguire t eli- 
fntrtazione , sareòòcro le seguenti 

{o — a*)— 2a(c — {z — («b# — z* = o 

(»'— e") (z' c"— z"e<)— j/»)* = , 

(a— sO— 2 a(e— e") 

e* = 2rz — z* 
n ’ = 2rz' — z»* 

«“• = 2rz" — i"* 

Ed ognuiM che sia esercitalo nel calcolo algebrico tede bene in qwU la- 
berinlo s entrerebbe , colendosi con gli ovtj melodi utlener f eliminata i 
la quale alla fine, per la sua complicazioni, darebbe luogo a risulta- 
menti incerti, ed inintelligibili , 
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e r esistenia sul cerchio ( C ) de' punii ) 

aark condiiionala dalle relazioni 


v' = irz — i' 

^ 2r» — z'* 

Pongasi intanto v — zu 

11* = zV 

ove w , u' sieno due novelle incognite ; si avranno i seguenti 
valori di z , z' ; o , o*» in u , u' 


2r 



"■ u’H-1 

9 

~ «"-f. 1 

2ru 


2r 

” «’-f- 1 

9 

^ u" + 1 


che sostituiti nell’ equazione ( 3 ) la riducono ad 


r = 


uu' — 1 , 2r 

X + 

M + u' ~tt+W 



Or le equazioni ( 3 ) , ( 4 ) esprimono, com’ è manifesto, 
la medesima retta VV' ; ma però la (3) indica in generale , 
«he tal retta passa pe’ due punti (z , vi , (z', v*), ovunque si- 
tuali sul piano del cerchio , mentre per 1’ altra esigasi essen- 
zialmente, che i due punti stieno nella sua circonferenza. La- 
onde potrem dire , che la ( 4 ) sia l’ equazione di una corda 
del cerchio ( C ), espressa semplicemente in funzione de’rap- 
porti delle coordinale delle sue estremità , avendosi 



386. Dopo ciò è chiaro, che le equazioni ( 1 ) pe’tre lati 
del triangolo,facendo v"=z"ii", ai trasmutino nelle seguenti 

y{u + o')— «(uu*-— 1) = 2r , pel lato V V* 1 

, («'„« _ 1) = 2r , pel lato V'V" U5) 

jr(u -f- u" ) — . * («u" — 1) = 2r , pel lato V \" 1 

£ di esse paragonando la prima coll' equazione 
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_y = fcc + A 

adoperata nell’ anlecedeote propoiixione ; e quella del cer- 
chio ( C' ^ coll’ altra 

J-* + 4t* -1- -j- Cj: -J- D = 0 

ai avrà 

uu'— 1 a__3i_ 

U-|-m' ’ M + u' 

B = o , C = _2« , D = a‘ — r'* 

Fattane la corrispondente sostituzione nella relazione asse- 
gnata nel §.382, la condizione del contatto tra il lato VV', 
e ’l cerchio ( C' ) verrà espressa da 

(r*’ — o’) r'’(u’-fu") — 2o(2r— ffl)iiu'-fV* — (2r — o)’= o 

Ma essendo a la distanza tra il centro del cerchio ( C) e 
l’una delle estremità del diametro 2r del medesimo sull’ asse 
delle ascisse , 2r — a esprimerà la distanza del centro stes- 
so dall’ altra estremità di quel diametro ; sicché dinotandola 
con a' , cioè ponendo 

2r — a = a' (B) 

la precedente condizione ridnrrassi nella forma piò semplice 
(r'* — o*)w’u'* -f r"(u’+t<'*) — 2aa'uu! -(• r'* — a" = o 
che , facendo ancora per maggior brevità , 
r**— a’ =S 

r"= P 

— 2aa' = Q 

W— a" =H 

diviene 

SuV -f. P(u* +tt" )+ Qua' + H = 0 
Trattando allo stesso modo le equazioni d^li altri dne lati 
V'V",V"V, cioè la seconda, e terza delle ( 5 ), si perverrà 
senza nnovo calcolo a due relazioni della stessa forma . E 
però le condizioni del problema proposto si troveranno tutte 
comprese nelle tre seguenti equazioni 
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Su’ «'• + P (u* +«'•) + Q„u' + H = o J 
Su'* u"* +?(!/• + u"* ) + Qu'u' + H = 0 ( (8, 

Su"’u* + P (u"* + u’ ) + Qu"u + H = 0 J 

eontenenli le tre incognite u , u', u"; che però la ricerca pro- 
posta trovasi ridotta ad eliminar due di queste , la seconda 
e terza , per esempio , per quindi trasmutare 1’ eliminata in 
w , in un' altra equazione in z , e , mediante la relazione 
i> = su 

e determinare poscia i valori di s > v , coordinate dell’igno- 
to vertice V, per mezzo dell’ altra equazione 
v’ = 2rz — s’ 

Per eseguire intanto l' eliminazione tra le precedenti e-* 
quazioni , pongansi le prime due sotto la forma 

«'•( Su* -f. P ) + Q«u' -K Pu* + H ) = 0 
u'*( Su"*+ P ) + Qu"u'+ ( Pu"’+ H ) = 0 
Moltiplicando la prima per ( Su"’ -f P ) , la seconda per 
( Su’ -f P ), si sottragga 1’ un prodotto dall’ altro , e diviso 
il residuo pel fattore superfluo ( u — u") , si avrà 

SQuu'u" — PQu' -f- ( SH_ P’ ) (u -j. „» ) = o 
Praticando lo stesso fra la seconda , e terza, si avrà F al- 
tro residuo 

SQuu'u" — PQu"+ ( SH — P’ ) ( u + u') = 0 
e prendendo la differenza di questi residui si otterrà Guai- 
mente PQ + SH — P’ = 0 

Il qual risultamento scevro da incognite fa conoscere , che 
il problema in generale non possa risolversi se non si veri- 
Gchi fra’ dati , cioè fra’ determinanti del sito , e della gran- 
dezza de’ due cerchi la relazione (11 )■ Ma è poi chiaro, che 
quando una tal relazione abbia luogo il problema diventi in- 
determinato, cioè a dire , che una volta , che possa descri- 
versi tra due cerchi un triangolo colle condizioni proposte, 
inflniti altri triangoli si potranno tra essi adattare con le me- 

17 
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tlesime cop4i>ioni ; o eh’ è lo stesso , prendendo on quslan< 
quo ponto nell’ un de’ cerchi, si potrà da questo conrene* 
Tolmente procedendo , giusta le condizioni del problema , 
costruirlo. E però esso trasmuterassi nel seguente 

TEOREMA. 

387. Se un triangolo iscritto in un cerchio si trovi circo- 
scritto ad un altro cerchio ; qualunque altro triangolo s' iscri- 
va nel primo , con due lati tangenti il secondo , avrà il terzo 
suo lato tangente il cerchio medesimo . 

388. Ideila relazione poc’ anzi trovata 

PQ 4- SII — P’ = o 

sostiluiscaòsi a P, Q, S, H i proprj valori ( 7 ) , si troverà 
hr'i-” = a’ ( 4 r’ ha' — Aro ) 
ed estraendo da ambo i membri la radice quadrala , si avrà 
irr* s=a( 2r — o) 
ossia 2rr' = aa' 

relazione che tradotta in linguaggio geometrico dà luogo al 

\ TEOREMA. 

389. 7Z centro del cerchio iscritto in tm triangolo divide U 
diametro del circoscritto in due par li, sicché il loro rettangolo à 
quanto il doppio di quello contenuto dai raggi de’ due cerchi. 

390. Chiamando D la distanza tra’ centri de’ cerchi si avrà 
r 4- D = o , 
r — D =z o' 

e (la ciò si otterrà , moltiplicando ciascun termine pel corrn 
apondente ad esso , 

r* — D‘ = oo'=2jt' 
e quindi D* = r’-— 2/^ 
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eh’ e la relazione trovala per altre vie fra la distanza de’cen- 
tri , ed i raggi de' cerchi iscritto , e circoscritto ad nn tri- 
angolo , da Eulero , Fuss , Lhuilier , Starm , Huoger , la- 
cobi * , ed altri ancora. 

391 . Ma prima di lasciare la ricerca trattata in questo 
problema di singolar natura, sara bene soffermarci alquanto 
a considerare quel ripiego , che di tanta utilità ci è stato 
per condurla a fine. Ritornando dunque all’ equazione (4) è 
facile ravvisare , eh’ essa equivalga al sistema delle tre e- 
quazioni 



o* =z 2ri —3’ 
v" = "Irz'— 


che però possa quella sola adoperarsi invece di queste. E di 
un tale analitico ripiego se ne vedrà anche meglio I’ iaq)or' 
tanza nella seguente proposizione : ma qui per un esempio 
piò semplice , ed ovvio mostreremo come da esso ottengasi 
prontamente 1’ equazione della tangente del cerchio in un 
punto ( z, i; ) . 

In fatti , poiclià l’ equazione 


* Le dimoilraxioni date di qaetta relazione da' citati geometri sono Oli- 
le /iautale lul teorrma <ta noi deàoflo nel §. 387 , eh' eui prendano co- 
me eonoeciulo ; mentre la diffUvltà della ricerca eia appunto in quel 
teorema . / varj metodi da eeei eeguili eon per altro eeelusivamenle ap- 
plicabili al cerchio , ed al eemplice caeo del triangolo , eccettuandone 
però quello di heubi , U quale quantunque limitalo al cerchio , ha però 
generalizzata la quietione per un poligono di qualeieoglia numero di la- 
ti . Sia et <( tale a tal uopo di mezzi più eublimi , che or poeeegga la 
ecienza , cioè delle trascendenti ellitticlie . Or il metodo da noi tenuto 
oltre ad eelendeni identicamente oleato generale del poligono , li appli- 
ca colla eteiia faaltà alle lezioni coniche , e polliamo anche aggiungi- 
re alle curve di ordini luperiori ; come non mtineheremo di far rilenart 
nel luogo , che li conviene. 
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«u'— 1 2r 

J = — j—r ^ + 1 

u + u u — u 

esprime una retta condotta per due punti ( z, v ), ( 2 ', t/) del 
cerchio (C), questa retta gli sarà tangeote , quando si abbia 

3 = s' , t) = r* 

e quindi ~ = Il 2:2 u' 

nella quale ipotesi l’ equazione (4) riduCQsi ad 
«’ — 1 r 

^ = — -"+T 



che sarà in consegneuza l’equazione della tangente del ceri 
chio ( C ) nel punto ( 2 , u ) . Ed essa può , se sia opportu- 
no, ritenersi sotto tal forma : e volendo ripristinarvi le coor- 
dinate 2 , V , basterà sostituirvi — in vene di u; da che a- 

v' — 2 ’ rx 

vrassi V = — X 4- — 

2zv V 

ossia , per essere v’ = 2)-; — 2 ’ , 

eh' c r equazione della tangente nel punto ( 2 , v ) identica a 
quella , che si troverebbe usando il metodo del §. 334 . Ma 
vedremo or ora quanto riesca utile ritener 1’ equazione della 
tangente al cerchio nella (orma (10), perla quale si ha il 
gran vantaggio di trovarvisi il solo elemento indeterminato 
M , invece delle coordinate s , f. 

392. Per mostrare intanto con altro, esempio , come abbia- 
mo promesso , 1' uso vantaggioso, che può farsi dell'equa-, 
zìoiie tanto di una corda, quanto della tangeote di un cerchio 
sotto la forma novella , che le abbiam data , ci occuperemo 
di un altro problema non ineu diflicilc , tralasciando però la 
discussione de’ risuUamculi , che non sarebbe questo il Ino.- 
go opportuno a farla. 
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PROBLEMA. 

393. Due lati di un angolo VV'y [flg.47.'\ iseriUo in un 
cerchio passino costantemente per due punti dati B , B'; si 
cerea il luogo del concorso delle tangenti condotte per le sue 
estremità V , V • 

Si prendano per assi il diametro perpendicolare alia con- 
giuogente de’ ponti dati A , B , e la tangente per una del- 
le sue estremità . L’ equazione del cerchio sarà 
j' = 2rx — ** 

Quindi dinotando le estremità V , V' de’ Iati dell’ angolo 
con (s, v ) , (z' , i/) , e con (z" , o") il suo Terlice , e -poi 
facendo v =; zu , «* = zV , n" = »"u" 

le equazioni de’ due Iati VV" , V'V" saranno 

y(u + u") — a^M u' — 1) = 2r 
+ u") — x(u'u"— 1) = 2r 
c quelle delie tangenti ne’punli V, V' (391) 

2uy — (m ’ — 1)x = 2r 
2«y — (u'* — 1)x = 2r 

Dinotando adunque con j8' le ordinate de’ punti dati B,A, 
con A la loro ascissa comune, e chiamando sd, y le coordina- 
te di un punto del luogo cercalo, si avranno per risolvere il 
prò hicma le quattro equazioni di condizione 
/3 (m -f u") — a(m u " — 1) = 2r 
m") — A(tt'u"— 1) = 2r 
2uy‘ — (m’ — 1)x'= 2r 
2uy 1)r'=2r 

Trattasi ora di eliminar da queste quattro equazioni In 
w, u', n" . A tal’ elTetto eliminando u" fra le prime due , e 
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nesso per brevità 

2r — « = »' 

si troverà prontamente 

(i9-/3') - (u-uO = » (0 

Ordinando poi le altre due rispetto ad u, t/, si ha 
2y , 2r — x' 

2y , 2r — x’ 

M*’ ^ u' 4 - 7— = 0 

a' X 

io ciascuna delle quali equazioni le radici «, o v! risultando 
le stesse , possono però valer per esse quelle di una sola e- 
quazione ; e quindi si avrà per la loro differenza 


X 

e sarà poi per le note teoriche delle equazioni 
, 2r — j:* 

Sostituendo in (1) questi valori di wu' , e di m — u', si avrà, 
per la locale richiesta , l' equazione 


(/J-H3')(«(2r— x*)— «'x'^=±2(/9/3'— »«')V(/*+*"— 

cioè , elevando a quadrato , 

{Ji-fiy (2»r_*x'-wsV)‘ = ••')* (/’+*''- 

Adunque la locale cercata è una Hnea di 2* ordine. 
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PROPOSIZIONE XII. 

TEORM4. 

394. Nel quadrilalen ABCD [ fig.48-1 , U congiungetui i 
punti medj de' lati opposti ^ e la congiungente i punti mcdj 
delle diagonali s incontrano in un punto. 

Presi per assi due Iati AD , DC , si ritengano pe’ terli- 
ci le seguenti indicazioni 

per A (o, »') , per B (A, 6') , per C (c, o) , per D (n, o) . 
Quindi i punti medj de' iati verranno espressi nel seguente 


modo , cioè , 

A' ' 

B' 

di 

✓ 6 a' + V' 

VT’ a . 


D» 

da 

(tO 

Ed i ponti medj delle diagonali 

S a. (t.I) , 

R 

da 



Adunque le equazioni delle tra conginngenti de’ punti medj 
de’ lati , e delle diagonali sarauno rispeltivamente 



Or comunque si combinino fra loro queste tre equazioni due 
a due , per ricavarne le coordinate de’ punti d’ incontro delle 
rette corri spendenti , trovandosi sempre 
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oe segue , che le tre rette A'C' , B'D' , SR s’ intersegaao in 
uoo stesso punto M . 

395, Porremo fino a questo saggio di applicazioni del 
metodo algebrico puro alle ricerche geometriche , accennan- 
do alcune altre proprietà de' quadrilateri, e lasciando a’ gio- 
Tani matematici , per loro esercizio , la cura di tesserne le 
dimostrazioni col metodo suddetto. 

I. Le ire congiungenti indicate nel teorema precedente ri- 
mangono bisecate nel punto comune di loro incontro. 

II. Jn ogni quadrilatero la somma de' quadrati delle dia- 
gonali b doppia della somma de quadrati delle eongiungen- 
ti de' punti medj de’ lati opposti . 

III. La somma de' quadrati delle diagonali di un quadrila- 
tero col quadruplo quadrato della congiungenle de' loro punti 
medj è quanto la somma de quadrati de lati. 

IV. / quattro punti in cui s' incontrano due a due le bi- 
secanti gli angoli interni di un quadrilatero sono nella cir- 
conferenza di un cerchio. 

"W. E se le quattro bisecanti s' incontrino in un medesimo 
punto , allora il quadrilatero stesso sarà circoscrittibile ad un 
cerchio , e quel punto ne sarà il centro. 

VI. Le bisecanti gli angoli esterni di un quadrilatero s' in- 
conlran pure in quattro punti situati egualmente sulla circon- 
ferenza di un cerchio . 

VII. Le diagonali de’ due quadrilateri , che risultano da’ 
teoremi IV , e VI per uno stesso quadrilatero , coincidono le 
tuie sulle altre . 


Fine del libro secondo. 
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X.XBBO TEBZO. 

DELL’ ANALISI GEOMETRICA 


CAPITOLO I. 

PbEìIOSIONI 01 QUESTO ABCOMEKTO. 

396. Se un ioTentore Unto prevale ad un’ uomo scienzia- 
to, e saggio , quanto questi estollesi sull’ ignaro volgo , qnal 
pregio non avrà colui , che 1’ arte rinvenne dell’ inventare ? 
Platone la scopri ne’ primi albori della Geometria , ei ne 
guidò i geometri de’ suoi tempi , e della posterità erudita ad 
inventar per arte , onde panni , che il valentuomo più per 
questo ritrovato , che per ogni altra filosofica speculazio- 
ne siasi detto il divino ingegno , quasi che angelica mente in 
cerebro d’ uomo accogliesse . Or io in questo libro , come 
più fiate ho promesso , imprendo a ragionare de’ metodi di 
sciorre i problemi , e di poi dimostrarli . Dunque dovrò 
principalmente, e giusta mia possa dichiararvi la natura del- 
V Analisi geometrica , e ’l potere , che ad inventare la stes- 
sa tiene. 

Mi duole , che il tempo vorace , non ci abbia trasmessi i 
prìncìpj euristici de’ geometri greci , e di tanti altri dellan- 
tichità rimotà ; spero nondimeno , che certi tratti sintetici 
de’ geometri moderni, e quel tanto , che io di propria avver- 
tenza ho rilevato dagli antichi, e qui proposto ordinatamente, 
bastino ad empiere il voto di cotesta arte si attiva, e chiara. 

397. Ma quale mai n’ è Y Analisi geometrica inventata dal- 
1’ acutissimo Pktone , e fedelmente seguita da’ geometri po- 
steriori 7 In quattro semplicissime parole fu questa abbozza- 
ta dal saggio Teone alessandrino , nel seguente modo : 

18 


Digilized by Google 



194 


Deir invenzione ijeotnelnea. 


Est suwplio qunrsiti tanqnam concessi, per ca quae conse- 
quuniur in aìiquod veruni conccssum . 

Del clic ccconc il seguente sviluppo. 

I. Suppongasi fallo quello che si domanda di fare in un 
problema. 

II. Si sviluppino le congrue conseguenze di colesla sup- 
posizione . 

III. Ed una di loro si rinvenga , che sia fattibile . 

Cioè : Suppongasi risoluto quel problema , che a risolve- 
re si propone ; e poi da tale supposizione rilraggansi le 
conseguenze corrispondenti a' dati , ed a' quesiti di esso : 
e si conlinui il filo delle anzideltc conseguenze , finche ei sì 
riduca ad un’ altro problema di già risoluto , o effettivamen- 
te si risolva . 

Intanto per più ampliare coleste vie di risoluzione calcate 
dall' analisi geometrica degli autichi , ed ora dall’ Algebra 
de’ moderni, ho slimato convcuevole proporre i seguenti ca- 
noni euristici. 

Casone I. 

39S. Supponi di già risoluto quel problema geometrico , 
che imprendi a risolvere ; e dal punto ignoto , cui riducesi 
il suo quesito , conduci rette a’ punù dati , o con dato sito 
su lineo date, se pur vi sieno queste, o quelli ; ed ancora su 
tali grandezze , o altre del problema potrai praticare qual- 
cuna delle operazioni della Geometria clcmenlarc , che ti 
parrà conveniente . Ciò fatto , esamina con avvedutezza i 
rapporti delle grandezze ignote del problema ad altre quan- 
tità note di esso , regolandoti colle condizioni del proble- 
ma , c colle proprietà del subictto dello stesso . F. finalmen- 
te va traendone da ciò le conseguenze successivamente, fin- 
che uua tra le medesime ne appaja, che risolva effettivamen- 
te il problema , o che il riduca ad un altro di soluzione ma- 
uifesla . Si sarà risoluto il problema. 
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Canone II. 

309. E se (li un tal problema vorrai farne la composizio- 
ne ccometrica , celandone I' analisi precedente ; dovrai co- 
struirlo in virtù delle preparazioni geometriche, e delle ri- 
duzioni di già in osso praticate ; e dal resto dcU’unalisi geo- 
metrica ne carpirai la dimostrazione come in appresso sarà 
detto. 

Canone III. 

400. E se ti aggrada di risolvere cotesto problema col- 
r Algebra , dovrai pur praticarvi quanto ucl Canone 1. s- 
prescrive . Di poi indicandone colla lettera x , o con qual- 
che altra delle Gnali l’ ignota principale del problema , e 
colle iniziali le grandezze note , ne formerai da queste, e da 
quella , e co’ precetti del cap. 2. del lib. II. le espressioni 
di quelle ignote socie , che vi si dovran maneggiare . Ciò 
premesso traduci le condizioni di un tal problema in equa- 
zioni ; e se mai n’ emergerà una sola equazione determinata , 
la dovrai ordinare , sciogliere , e costruire co’ precetti dol- 
r Algebra. Ed incontrandosi più equazioni indeterminate, vi 
si dovranno eliminar le ignote, giusta gli artifizj ovvj , o pu- 
re combinerai giustamente quelle lince , che abbiano le det- 
te equazioni per locali . 

C .i N O N E IV. * 

.10 1. Che se, cominciato ad operare come nel Canone pre- 
cedente , ti piaccia condurre innanzi la ricerca col mezzo di 
acconce equazioni locali, che i determinanti di quella in loro 
comprendano , come i moderni analisti propongon fare ; bi- 
sognerà prima ben esaminare quali sieno que’ determinanti . 
e come meglio convenga nella loro forma algebrica rappre- 

* Untai canone è tlato da noi aggiunto , jiernon Inilafriarf alcun 
de mezzi , che l analid mmlernu l‘«ù utilmente olfrire ali intenzione 
geometrica , 
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lentarli ; ed esprimendo in tal guisa tutte le condizioni , che 
conveogono alla ricerca , che trattasi , per le Gorrisponden- 
ti equazioni , rilevar da queste , convenevolmente ridotte , 
r equazione finale al problema , per indi costruirla ; o pure 
pervenire a tali equazioni indeterminate , che separatamente 
costruite , e tra lor combinate , ne offrano nell’ intersezioni 
de’lnoghi geometrici , ch'esse rappresentano , il quesito del 
problema . 

PROPOSIZIONE I. 

PaiNCirio. 

4oa . Le parti principali dell’ analisi geometrica 
riduconsi alle tre seguenti : cioè, alla supposizicme 
del fatto ) allo sviluppo congruo delle conseguenze, 
che se ne traggono j aW effettiva risoluzione del pro~ 
hlema , o alla riduzione del medesimo ad un altro 
di soluzione manifesta . Del che in appresso . 

PROPOSIZIONE II. 

PaiNCirio. 

4o3. Le risoluzioni de’ problemi geometrici o sa- 
ranno effettive , o ridotte. Ma sempre 1’ analisi lo- 
ro è queir ontologico principio di riduzione, che di 
verità , e di metodi n’ è copiosa vena , 
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PROPOSIZIONE III. 

Paiifcipio. 

404. Un problema geometrico , in parità di al- 
tre cose , sarà tanto più difEcile ad essere risolato, 
quanto sono più numerose le conseguenze, che daU 
la supposizion del fatto convien trarre , e quanto 
men vi si vegga il nesso loro. 

405. L’arte d’ ioTentare, e di dimostrare , che è una del- 
le più belle virtù dianoetiche , o è dono di Natura, o di un 
esercizio regolato V effetto . Raccontasi , che il gran Newton 
nell’ apprender , eh’ ei fece gli Elementi della Geometria , 
non vi avesse Ietto , che i soli temi delle proposizioni, e che 
un genio interiore gliene avesse suggerite le dimostrazioni*. 
Ma tanti ingegni da meno del Newton con un volo di rifles- 
sione valgon pur essi ad isciorre difficili problemi , e a di- 
mostrar teoremi , sol che abbiano contratta in convenevol 
modo quest’ arte , che io qui riduco in didascalici precetti. 

406. Prima di ragionar diffusamente di quelle tre parti del 
r analisi geometrica , che ho qui nel princ. 1 . designate , 
quaggiù propongo cinque geometrici problemi, risolvendone 
sinteticamente i due primi ; con pura analisi gli altri due , 
che seguono : e recandone al quinto 1’ analisi geometrica , e 
r algebrica soluzione posta accanto a quella ** . 

Le quali cose serviranno a render chiare le verità propo- 
ste in questo capo , e quelle altre ancora , che ne* seguenti 
capi mi restan da dire. 

* FonltfuUe — Hog. Nevrt. «etTHist. do 1' Acad. roysle dee eeiene. 
an. nZT. — Petnberion — Pref. in a view of sir Isaac Newloo’s — 
Frisi — Elogio del A'cufon , s iwlf inlroduiione a guello del Galilei . 

** JVon abbiamo eoggiunia anche una eoluxione falla eoi metodo a 
ccordicale i poiché di queete già ei hanno eeempj nel cap.S. lib.Ii, 
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PROPOSIZIONE IV. 


PROBLEMA. 

407 . Dato di specie , e di grandezza il triangolo 
ABC [Jlg. 1 . ] iscrivervi un quadrato , di cui un 
lato resti adattato sulla sua base. 

Supposizione del fatto 
rAKTE I. dell’ Alt alisi ceometeica. 

Suppongasi di già iscritto nel triangolo ABC il quadrato 
EGIIF, in modo, che il Iato FII di questo stia adattato sul- 
la base BC di quello , e gli angoli FEG , HGE si trovino 
ne’ lati AB , AC di esso triangolo. 0 , eh’ è lo stesso, sup- 
pongasi essere 0 quel punto della data altezza AD del tri- 
angolo , sicché conducendo per esso la retta EG parallela 
alla BC base del triangolo , e per gli estremi £, G di que- 
sta le perpendicolari EF , GII alla stessa base , sien queste 
perpendicolari uguali a quella parallela . 

Sviluppo delle consecdenze 

PAtlTE II. dell' ANALISI CEOMETEICA. 

Supposta la retta EG uguale all' altra EF, o alla sua ugua- 
le OD, dovrà essere 

EG : AO :: DO : AO (1) 

Ma r è poi, per la natura del dato triangolo , 

EG : AO BC : AD. 

Dunque sarà 

BC : AD :: DO : AO. (i) 

Riduzione del problema 

PAETE III. DELL ANALISI CEOMETEICA. 

Essendosi conchiuso esser le due rette DO , AO nella ra- 
gion delle due altre BC , AD , che son date di grandezza ^ e 
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pareggiandone insieme prese la data AD , il problema pro- 
posto ridurrassi a dividere la data AD nella ragion data, o 
a trovar due rette , che facciano una data somma , ed abbia- 
no pure un dato rapporto . Le quali cose possono farsi aper- 
tamente ( 3-1. ‘) • 

Composizione ceometnica del problema , 

CIOÈ COSTKVZIOKE , E BlMOSTEÀZIOltE DI ESSO. 

CosTR. Dal punto estremo B della base BC del triangolo 
dato le si eriga la perpendicolare BP uguale ad essa base ; e 
congiunta la FD , si meni per lo punto E , ove tal retta se- 
ga il lato BA del detto triangolo , la retta EG parallela al- 
la base BC,e pe’ suoi estremi E , G le due EF , GH perpen- 
dicolari alla stessa base . Sarà il quadrilineo EGHF il qua- 
drato richiesto . 

Dim. Sta FB : EF :: BD : DF , o aia EO. 

Ma è poi £D : EO :: BC : EG. 

Dunque sarà PB : EF :: BC : EG. 

Quindi la EF ugnale alla EG ; e’I quadrilineo EGHF sarà un 
quadrato , eh’ è di più iscritto nel dato triangolo ABC . 

A08. Scol. Prima di addurre quegli altri problemi , che 
ho promesso di snodar qui appresso , gioverà fermarci al- 
quanto ad osservare le tracce euristiche dell' esibita soluzio- 
no , per rilevarvi la proprietà, e ’l merito di essa. Ed in pri- 
mo luogo la proporzione (1) non è che conseguente al quesi- 
to , o alle condizioni del problema, e l’ altra (2) alla natura 
del subbietto dello stesso, cioè al triangolo proposto. Dun- 
que l'addotta soluzione sarà adeguata in se stessa, come quel- 
la , che vi tien conto sì dell’ una cosa , che dell’ altra . Ma 
oltre a ciò ancora è semplicissima nel suo genere ; perciocché 
col menomo dispendio di ragioni si è all’ intento pervenuto. 

La costruzione poi di tal problema si è ancora recata in 
una maniera assai semplice, e più facile di quella , che a- 
vrcbhcsi potuto dal problema ridotto ottenere. 
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. PROPOSIZIONE V. 
nOILHA. 

4og. Dato di specie , e grandezza il triangolo 
ABC iscrivervi un rettangolo di data aja : 

la quale per comodo dell’ analisi s^uente pareggi 
il rettangolo della base BC * nella data retta DP. 

ScrPOSIZIONE DEL FATTO. 

II ponto 0 della retta AD , eh' è la data altezza del trian* 
gelo proposto , aia quello , che si domanda . Per tal poeta 
intendasi distesa la EG parallela alla BC , base di esso trian- 
golo , e da' suoi estremi G , E si abbassino le due GH, £F 
perpendicolari alia medesima base BD . 

Dovendo essere tra se ngoali i due rettangoli BTRC, FEGH 
saranno le basi loro reciproche alle aItezze(^6.£l.F/.)} cioè: 

I. Dovrà stare 

BC : EG : : DO : DP. 

II. Per la natura del dato triangolo è poi 

BC : EG :: DA : AO. 

III. Dunque sarà 

DA : AO :: DO : DP. 

Rioczioiib del fboblema. 

440. Le due rette AO , DO sono reciproche alle due date 
DA,DP {16.El.VI.'), ed hanno per somma la data retta AD. 
Dunque un (al problema si b ridotto a quello del $.14. lib.1. 

Ma eccone di esso un’ effettiva soluzione , che quaggiù 
distendo nel comporlo . 


* S inlroJuee la BC ptr lato del rettangolo iato , a guidarne F ana- 
(iii , Mete m quella $i otttrva . E di da per iota mento de' giovani. 
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Composizione geometeica del pnottEHA. 

411. Coste. S i bisechi nel punto V 1’ altezza \D del da- 
to triangolo , e poi col centro V intervallo VD si descri- 
va il cerchio ADK , che segherà in K la RT . Si unisca la 
corda KD, e poi presa la DL uguale alla DK, si meni per lo 
punto II la retta LM parallela alla DA , che dovrà incontra- 
re esso cerchio in qualche punto M ( lo che accade , quan- 
do sia possibile un tal problema ). Finalmcnlc si tiri per M 
la retta EG parallela alla BG base del detto triangolo . Sarà 
il punto 0 quello che si dimanda. 

Din. Le due rette DK , OM avvegnacchè uguali alla me- 
desima DL , sono uguali fra loro. Dunque sarà DR’raMO', 
cioè il rettangolo ADP uguaglierà I’ altro AOD , e quindi 
starà AD : AO :: DO : DP . Ma la prima di queste due ra- 
gioni è quanto quella di BC ad EG . Dunque sarà BC : EG 
:: DO : DP , c con ciò il rettangolo FEGII pareggerà I' al- 
tro BTRC . 

E nello stesso modo potrebbesi ordire la dimostrazione 
per r altro punto o , quando la LM ne’ due punti M, m in- 
contri il descritto cerchio (§.201 .). 

412. Coa.1 . Se la retta DL si ritrovasse uguale a VD rag- 
gio del descritto cerchio ; 1’ altra LM , che si è condotta pa- 
rallela alla DA , gli sarebbe tangente ; e ’l rettangolo , elio 
vi si doveva iscrivere in tal caso ne sarebbe un massimo. 

413. Con. 2. Ma in questo caso la DK , cui si è fatta u- 
guale la DL , sarà ancor essa uguale al raggio VD , o VK . 
Il perchè essendo equilatero il triangolo VDK , la DP sarà 
una metà di DV ; e quindi il rettangolo BTRC quarta par- 
te del rettangolo di DA in BC, cioè metà del dato triangolo 
ABC . 

E da ciò potrà rilevarsi il seguente teorema : 

Il massimo rtUangolo iscritliòik in un triangolo dato à mi- 
là dell" ala di esso triangolo, 

19 
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AIA. Cor. 3. E ««rii poi impossibile il proposto problema, 
se il reltaogolo dato fosse maggiore della metà dell’ aja di 
qnel triangolo. 

A 1 5. ScoL. Le verità esposte in questi tre corollarj , ed al- 
tre simiglianti cose debbono essere avvertite, ed indicate 
da un sagace scioglitore di problemi . E qui si potrebbe e- 
ziandio avvertire quel che fu iodi cato nel §. A08. 

PROPOSIZIONE VI. 

raOBLEMA. 

4 iC. Dato il punto G [Jig.2. ] nel diametro PV 
dei semicerchio POV,e data di posizione la retta AR 
perpendicolare ad esso diametro, inclinare tra questa 
retta, e quella semicirconferenza l’altra retta RB,clie 
sia di data grandezza , e passi per lo dato punto G. 

SoLL'ZlONE ALGEBRICA. 

Il punto B sia quello , che si domanda ; e da esso si or- 
dini la retta BF , e si tiri al centro C la BG . Ciò premesso 
pongasi 



GB = X GA = a 

RB = A GC = c 

e quindi 

GR = A -p X CB = r 

sarà , pe' triangoli simili GAR , GFB , 


GR ; GA :: GB : GF 

cioè 

A -p X ; n :: X : GF = 

A -p X 

e quindi 
Ma 

CF - GF — GC - c. 

A -p X 

GB* = GC’ -p CB’ + 2CG X CF 
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Dunque sarà uè’ loro simboli 

2 n c.r „ , 

:c’ = c’ + r- + — 2c- 

6 + X 

2acx 

= r — • c + , 

+ X 

Ed ordinando questa equazione, avrassi 

x’ + bx' + (c’ — r* — 2flc) X + (c’ — r')b = o 

417. Coa.1. Questo problema avrebbesl potuto coH’uso del- 
la concoide geometrieamente eostruire , ed in faeil modo, co- 
me in simili casi seppesi condurre Archimede , principe de’ 
geometri antichi , ed il Newton , genio della moderna Filo* 
sofìa , cioè : 

Si descriva una concoide , che abbia G per polo , per as- 
sintolo la data retta AR , e per intervallo * una retta uguale 
ad RB . Il punto ove questa curva incontra il dato semicer- 
chio , sarà il richiesto . Ma si vedrà qui appresso come po- 
terlo in altra guisa costruire . 

418. Con. 2. Se il dato punto G stia in P , eh' è un estremo 
del dato diametro, il proposto problema sarà piano. Percioc- 
ché in tal caso sarebbe c = r , e quindi c* — r* = o. Dun- 
que r ultima equazione si ridurrà alla seguente : 

x’ -}• bx' — 2acx = o 
ossia X* -}- Ax — 2ac = o, 

419. Coa. 3. Essendo 

GB’ -f CG* = CB’- 1 - 2 FG x CG 
sarà ( toltovi le uguali grandezze CO’ , e GB’) , 

GB’ — GO’=2FGxCG. 

E moltiplicando per GB -{- BR il primo membro dì quest’e- 
quazione , e 1 secondo per GR n’ emergerà 
GB'-I-BR X GB’— GO' X GB—BR X GO’=2FG X CG x GR . 
Ma essendo GF:GB::GA:GR , si ha FGxGR= GBxAX» 

* Vej, la nota alla frof .?7. II. ( §. Si9.) , 
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e quindi 2GFxGRxCG =2GBx AGxCC. 

£ sostituendo nella precedente equazione questo ralore di 
2GF X GA X GG, ed ordinandola per le potenze di GB, sarà 
GB’+BR X GB*— (2CG X AG + GO*) GB— BR X GO* = o. 

420. Cor. 4. Quest’ equazione potrebbe tradursi in un 
geometrico teorema , qual fu proposto dal gran Newton ' 
per ridurre tutte le costruzioni delle equazioni cubiche ad 
yt/ìplicare una retta data tra l semicerchio POB , c la data 
retta , sicché ella passasse per un dato punto G del di lui 
diametro , o nel di lui proluiujamento. 

PROPOSIZIONE VII. 

rnOBLEMA. 

421 .Dato il punto A [^".4.] nell’ asse della pa- 
rabola MEO condurle da esso la segante ABO , tal 
che sia data di grandezza la corda BO. 

SoLL'Z. Suppongasi essere AB la segante rìcliiesta, che se- 
ghi in S la tangente verticale MS. Ed ordinata all'asse la BC 
dal punto B , pongasi AB = x , AM = a, MS =u, c quin- 
di AS = V («’ + *’’) j che per brevità di calcolo si disegni 
per : . In oltre , pe’ triangoli simili AMS , ACB , essendo 

AS ; SM AB ; BC, cio<l , s : v :: x : BC , sarà BC= 

ed essendo, AS : AM : : AB : AC, cioè del pari z: a\'.x: AC, 

sarà AC = !^ ; e quindi MC = AC — AM = — a . 

Ma per la natura della parabola MBO dee essere 
BC* =: MC X c 

dinotando con c il parametro principale . Dunque , sarà nc' 
sìmboli di queste grandezze 

* Aritimi. Univers. Apftndix dt atquat. eonsl. fin. n. xzii. 
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V’X‘ OCX 

~~z ' 




ed ordinando V equazione, avrassi 


, flCS ^ ^ 
V* 


caz* 


cioè 


acz , * f /a* c*z* caz \ 

*~ 27 * VvA»* «• ) 


li. Ciò posto , i due valori dell’ignota *, esprimono AO 
cd AB dunque la BO differenza di queste rette sarh ugua- 
le alla differenza di que due valori.E dovendo esser data una 
tal diOereota , che comodamente può esprimesi per 2i , sarà 

Si elevino a quadrato i membri di quest’ ultima equazio- 
ne , con forvisi i dovuti rìducimenti de’ termini) e si ponga 
per a* il suo valore o’ -f- »’ , sarà 

oV 


a*c' a}c 
i>“ 


4»’ 


■ oc 


E quindi moltiplicando per v* quest’ equazione, ed ordinando- 
la rispetto all’ ignota t> , sé ne otterrà quest’ altra 

«4 + V = — 

V uc-\- b' J U(ac + A’) 

Sicché esprimendo per 24’ il coefficiente del secondo termi- 
ne (J.124.) ) e per k* 1’ ultimo termine ($.132.) , sarà 
V* -f- 2A’t)* = 

n’= — A‘±VC*^+A*) 

c V = ± ^ ^ — A* ± V ( 


’ Pcrcliò alla stessa equaziunv, e col calcolo medesimo si perviene , 
|toueoJo AO = *. 
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CoNSIDEKAZIOM SUfc FBOPOtTO PHOBLEMA . 

422. LI Talori della v sono quattro , dne reali espressi per 

ed immaginar] gli altri due 

Ma in questa indagine geometrica debbono militarne que' 
dne reali solamente Cioè, anlla tangente verticale Ss deb- 
bonst troncare , dall’ una parte, e dall'altra del vertice M le 
due parti MS , ed Ms uguali fra loro , e ciascuna di esse 
quanto il valore geometrico dell’ espressione 

A- +v (*’+**))• 

A23.II. Questo problema potrebbesi elegantemente risolve- 
re per la teoria del fuoco della parabola. Cioè, supposta es- 
sere AO la segante riebiesta , e QP una tangente di tal cur- 
va parallela ad essa segante, si congiunga il fuoco F della pa- 
rabola col punto Q del contatto, e si meni da Q la QR paral- 
rela all’ asse MF . Ciò premesso pongasi 
FQ = FP = a: , 

ed FA — c ; 

sarà AP = QR = * — e ; 

e sarà poi il parametro del diametro QR uguale a 4FQ = ix 
(j)r.i8.li6.I.Con.). Quindi dovrà essere 

BR’ = QR X 4QF = (x — c) x 4.r . 

Ma per le condizioni del problema l’ è ancora 
BR* = b’ 

Dunque sarà 

bx’ — bcx = b’. 

Onde facilissimamentc si distende per tal via la soluzione del 
’ Non essendovi rette immaginarie. 
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proposto probkma, o che vogliasi analiticamente esibire *, a 
per operazioni geometriche solamente . 

424. III. Se il dato punto fosse fuori dell'asse della parabo» 
la, com’è il ponto D, si dovrebbe per la proposta ricerca aln 
bassure la DE perpendicolare ad AT, e la QT alla stessa ÀT. 
Ciò posto si ponga MT = MP = x , param.prine. , e 
quindi QT = ^px ; e ponendo la DE = ^ , e la FE ss 
sarà , pe’ triangoli simili QTP, DEA, 

QT : TP :: DE : EA, 

cioè y px : 2x q : EA == • Onde dovrìi essere 

PA = FP- fa =.+ ■I.p-r- 

ed RB’= RQx4QF = ^x + ’Hp—f— ) • 

Ma per le condizioni del problema dee essere 
RB* =s6* . 

Dunque pare^iando questi due valori di RB’ otterrassi on’e- 
qoazione biquadratica , qual dee essere in questo caso. 

425. IV. Questo problema avrebbesi potato ancor risolve- 
re con la moderna Geometrìa analitica a due coordinate ; ma 
ho stimalo ragionevole 1’ omettere i tratti euristici di questo 
metodo, come quello, che in sostanza non differisce dall’ ov^ 
vio artifizio dell’ eliminazione di un' ignota da due equazioni 
locali , ov’ ella si contiene ; ed è sovente di un duro maneg- 
gio , e che mette a risultameuti mabgevoli a costruirsi , e 


• Euindo RB' = RQx4QF= PÀXiPF, « avrà 4PF :RB ::RB 
: PA :: 4RB : 4PA ; »pnò It duertU» 4PA , 4PF tretnii la data diffe- 
renza 4AF saranno reciproche alle due rette date RB , 4RB ; ed il pro- 
teina Il costruirà facilmente pel %.14. Il che può servire di comprova , 
che la costruzione delle equazioni del 39 grado ridsseati al problema 
fondamentale degli asstithi ivi indicato, come i stato da noi detto nel ci- 
talo §. , e larù ancora più appretto dimoelrato dal Fergola . 
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con poca elcgania . E ciò può intendersi dalla considerazio- 
ne seconda , e da tanti altri csenipj. 

426 . CoB.l. Suppongasi esser la BO = o , lo che si stvera 
quando la retta AO diviene tangente della parabola . In tal 
caso sarà 



e quindi 

vV v' a'c'z' a'c' 

= 4i>* 

. a’e 

donde SI ha ‘ CM = — = -j—, . » 

C 

Ma pe’ triangoli simili SMA , BCA è poi 
SM : MA :: BC : CA 

cioè ^ 

a'c 

Dunque sarà CA =s 

E con ciò : 

La soUangente CA dupla della sua corrispondente ascis- 
sa CM. 

427. Coa. 3. Con simigliante artifizio potrebbesi risolvere 
quest’ altro malagevole 

PROBLEMA. 

Dato di grandezza il cerchio FDG [ fig.5. ] , clus abbia il 
suo centro G nelF asse MG della data parabola BMO ^ con- 
durre ad esso cerchio la tangente ODB , sicché sia data la 
parie OB , che resti nella parabola. 

SoL.Compita la figura , come qui si ravvisa , pongasi AB 


* Quando un'equazione quadratica ba due radici uguali , 1 incognita 
pareggia la metà del coefficiente del 2^* termine col segno contrario • 

’ Per la natura della parabola . 
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= X , AG = V , GD = a , AD = z = \/ (v' — a’) , G M 
= c ; ed il param. princ. = c . 

£ poiché i triangoli ADG, ACB sono simili , starà 
AG : GD AB : BC , 


cioè 

£ simiìmenle 


V : 


a :: 


a: : BC = 


nx 

V 


AG : AD AB ; AC , 


cioè 


V : 2 


X 



y 


cd MC =3 GM — GA — AC e — v — — 

V 

Ma per la natura della data parabola dee essere 
BC’ => MC Xparam. 

Dunque ne’ loro simboli avremo la seguente equazione 
u'x’ CJX 

v' V 

La quale maneggiata, come quella del problema preceden« 
te darà il valore delle retta AG, dal col punto A dovrebbeat 
condurre ad esso cerchio la tangente addimandata. 


PROPOSIZIONE VIIL 


PBOBLEIIA. 

4a8. Costnlire un triangolo, di cui sia data l’ aja,) 
il perimetro , ed un angolo . 

Sol. Suppongasi essere ABC [fig.6.] il triangolo richie- 
sto , sicché siavi dato 1’ angolo in B , ed oltre a ciò sia 
AB + BC + CA = P, e l’aja ACB ugnale al rettangolo di 
P in M . Ed ecco di rincontro , nelle due seguenti pagine , 
i procedimenti de' due metodi , sintetico , ed analitico , 
onde potrebbesi guidare la soluzione di un tal problema. 

20 
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Analisi Geohethica. 

I. Si prolunghi il lato AG io a , sicché sianvi le due par* 
ti , e uguali a GB , e BA respclliramente , onde a’ e- 
merga tutta la retta Aa uguale alla data P. 

II. Tirisi dal punto G la GD perpendicolare alla AB. Sarà 
dato di specie il triangolo CBD,per esserne dato l'angolo B. 
Dunque sarà data la ragione di BD a BC (§.G0.) , e quella 
del rettangolo ABD all’ altro di AB inBG .El.VI.) . Ma 
questo rettangolo è dato, per avere una data ragione al dato 
triangolo ABG (§.21.). Dunque saià dato tanto il rettangolo 
di AB in BG, che l' altro di AB in BD; e questo potrà sup- 
porti uguale ad RxP > 1’ altro ad SxP> 

III. Intanto è 

Afl* + Co* t= 2AflC -f AG* ( l.EUI. ). 
Dunque togliendo CA’ + ba' dal 1* membro di questo pa- 
reggiamento , e dal 2* togliendovi GB’ BA’ , cioè AG* 
4- 2ABD , resterà 

Ao* 4* 2CAo =3 2AoC — 2ABD. 

IV. Finalmente si pongano in questo pareggiamento le lo- 
ro equivalenti quantità , avrassi 

P’-f-2RxP = 2PxnC — 2SxP 
cioè P 4 - 2R 4-2S = 2oC . 

Dunque oC , o le due AB , BC hanno '/,P R -f- S , per 
somma data , e contengono un rettangolo dato . £ con ciò 
possono geometricamente esibirsi (§.14.) . 
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Soluzione analitica.. 

I. Il dato perimetro del triangolo richiesto si chiami P ; 
ed ì due lati AB,BC di esso dicansi respettivamente x, eày. 
Sarà r altro lato AC = p — x — y. 

II. È data r aja del triangolo ABC, per le condizioni dal 

problema ; e per esserne dato 1’ angolo ABC , e quindi il 
rapporto di esso triangolo al rettangolo di AB in BC(§.21 .), 
sarà però dato tal rettangolo, che si esprima per pc j quindi 
sarà xy=pc, 

ve 

c con ciò r = — . 


III. Ed esprimendosi la data ragione di CB« BD per tv.m 

sarà n ; m ABC ; ABD , cioè n : m :: pc : ABD — — — 

Ed essendo AC" = AB’ -{• BC’ — 2ABD , 

Impc 

sarà {p—x — y)' = x' + / — 


IV. Si contraggano i termini della precedente equazione, 

2n»pc 

sarà p’ — xpx — 2py + 2xy = — ^ — . 

Ma qui sopra si è dimostrato xjr =pc, eày = ”• Dmt- 
que riportando tali valori in quell’ equazione , ne risultmù 

* * X * n 

2mcx 


Cloe 


px — — 2/Jc +2c.r= 



212 


Dil^ iiivenzion* gtomtlricA. 


CAPITOLO li. 


DeI.LA 1*. FABTK DELl’aNALISI GEOMETMCA , 

CIOÈ , DELLA SUFPOSIZIONE DEL EATTO. 

429. Io qui in’ impegno a dichiararvi le segucnli cose •. 
cioè, qual sia la supposizione del fallo ; quanta la sua. eslen.- 
sione nelle Malcmatiche ricerche : perchè ne’ problemi di 
silo , c posizipne soglia esserne infeconda ; e finalmente per 
qual ragione ella si differenzj da certi altri princrpj eurr- 
stici , o dimostrativi , che le pajono identici, o affini. 

PROPOSIZIONE IX. 

Pbincipio. 

430. !Ne’ problemi geometrici la supposizione del 
fallo in queste due cose consiste principalmente i 
cioè nel concepire come già ritrovato quel punto , 
cui si riduce l’ indagine di ciascuno di essi . E nel 
poi distenderne l’ analisi geometrica , e 1’ algebrico 
maneggio su i determinanti di esso punto , e su di 
altre grandezze , che ne dipendono. 

I)m. Ogni problema geometrico , come più volte l'ho in- 
dicato ($.152.), si riduce a ritrovare un punto in una linea , 
o in una superficie , sicché ei possa soddisfare a certe propo- 
ste condizióni . Dunque la della snpposizìon del fallo dovrà 
consistere nel concepire come di già ritrovato un tal punto ; 
enei divisarne i rapporti de’ suoi dclcrniinanti per un proces- 
so di pura sintesi , o con analitici maneggi . 
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Faincipio. 

43| . E quindi una tal supposizione del fatto ci 
permette di poter condurre rette da quel punto Ìt 
gnoto ad altri dati ^ di tirarle con data posizione su 
linee date ; di troncarne date parti da queste rette, 
o da quelle, e di formar su di esse figure date j ed 
altre simiglianti cose , che parranno convenienti al-! 
V analista. 

La dimostrazione dì questo princìpio contiensi in quella 
del precedente : ed i cinque problemi dianzi recati potraiv 
Bo esser dì lume a questi due priocipj . 

PROPOSIZIONE XI. 

Pnincipio. 

43a. Talora gioverà distender quella locale , ove 
il punto richiesto deesi ritrovare j e poi supporlo , 
come di già ritrovato . Ed una tal condotta di a- 
nalisi si dovrà praticare quando un problema geo- 
metrico proponga più condizioni fra loro distinte. 

Din. Troncando una sola di più condizioni, che contengan- 
si in un geometrico problema, si otterrà, come sopra l’ ho di- 
visato , una certa locale , cioè una linea retta , o curva ( §§. 
20'2,e 206). In questa dunque dovrà ritrovarsi il punto igno- 
te del proposto problema , quando gli si restituisca la tron- 
cata condizione . E quindi gioverà distender prima 1’ anzi- 
della locale , e poi supporvi noto il punto addinumdato.. 

Il seguente problema chiarirà le proposte cose. 
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PROPOSIZIONE Xll. 

rKOBLEMA. 

433. Vogliasi formare uu triangolo , che abbia 
per base la data retta AB 7 • ] > ® P®f altezza 
r altra P, e che il rettangolo de’ suoi lati sia agua- 
le al dato V. 

Si distenda la Cc parallela ad AB , e da essa distante per 
la data P. Questa retta Cc sarà la locale del problema , cui 
siasi lolla l' ultima delle riferite condizioni . Dunque in tal 
retta dovrà supporsi come già noto il punto C , che si do- 
manda , e poi effettivamente ritrovarlo. 

43A. Scol. I l resto dell’analisi geometrica, con cui guida- 
si a fine un tal problema , a queste poche ragioni si riduce. 

Intendansi condotte da’ punti A, e B dati all’ ignoto pun- 
to G le due rette AC , BC , e sulla CA dal punto B la per- 
pendicolare BD. 

Sarà AC X BC : AC X BD BC : BD ( VI ). 
Ala la prima di queste due ragiooi è data per esser que'due ret- 
tangoli respettivameole uguali a’due rettangoli V,edABxP- 
Dunque sarà data eziandio la seconda di dette ragioni , ciob 
quella di BC a BD. Quindi ne sarà dato di specie il Iriaugolo 
retlasgolo BDC (§-60.) ; e sarà dato l’angolo acuto BCD , 
ed il suo conseguente BCA', se questo ne occorra. 

Dunque dovrà descriversi sulla data AB il segmento ACB 
capiente di quest’ angolo dato , ed incontrandone la Cc vi se- 
gnerà due punti C , c soddisfacenti al problema *. 


* Se la retta tocchi quel cerchio , sarà un solo il punto soddisfacent» 
al |irublcnia; c a' ella atlàlto non l'iocoulriil problema sarà imponibile - 
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PROPOSIZIONE XIII. 

Pbincipio 

435. La supposizion del fatto , che oe’ problemi 
di sito , e posizione suol esserne Infeconda , vi dee 
essere avvalorata da qualche nuovo principio d’ in- 
venzione . Gli antichi a tal oggetto servivansi sag- 
giamente de’ porismi . Ed io per alcuni problemi 
di tal genere ho escogitato il principio della conver- 
sion de’ doli , quell’ altro della loro Irasposizioncy 
o qualche altro affine j del che nella Parte Il“. * 

Riscr. Spesso io un problema di sito non appare ore 
debba esistere quell’ ignoto punto, cui convien ridurne l’in- 
dagine di esso **: molto meno di tal punto ne appajono i de- 
terminanti . E qual ripiego un saggio analista dovrà pren- 
derne in tal rincontro, per potervi la prima parte dell’ anali- 
si geometrica praticare 7 Ei con uno di qne’ prìncipj esposti 
n^li Atti della nostra Accademia ***, dovrà fissare una certa 
locale del problema , e qnivi concepir come noto l’ ignoto 
punto. E se ciò non convenga fare , altro scampo non rima- 
ne all’ analista , cbe il proccurarsi un geometrico porisma 
opportunamente . Ma cbe son mai cotesti porismi , di cui 
pregiarousi i geometri antichi, e che i moderni si dolgon d'i- 
gnorare ’ 7 La loro investigazione , per quel cbe a me sem- 
bra , può ridursi alla seguente. 

É un Porisma geometrico , quando dato il rapporto di al- 
cune geometriche grandezze poste fra loro in un dato mo- 

* Vtggansi le note SS, e 32 del Prospetto. 

** Un esempio di eH può rilecarsi dal probi. 10. eap. Vili. Uh. ÌJ. 
“‘Si potramso ora riseonlrar tali cose stella nostra Geometria di sito. 

: Leggasi Pappo nella preL lib. VU. ColUz, JUatem. 
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do , cerclùsi di conoscere le località di certi punti ; la coH^ 
corrcnza di certi altri ; il sito , che prendono certe nuove 
grandezze ; ec. •. 0 viceversa da qdeste cose trarne que' rap- 
porti. Or colesta indagine è assai scabra, e malagevole ; dap- 
poiché tra’ dati di rapporto (cui riduconsi i primi tre gène- 
ri * ), e tra que’ di sito non v’ é che di rado una corrispon- 
denza investigabile in facil modo . £ quindi per la fissazioa 
de’ porìsmi esigesi, chesien grandemente familiari all’ anali- 
sta le geometriche nozioni , e eh’ egli abbia pure una som- 
ma sagacia nel saperle combinar fra loro , ed a’ proprj sub- 
biettì applicare. E con tal ricerca più famiglie di geometrici 
problemi si potran proporre , e poi risolver facilmente '".Ma 
un tal lavoro da’ giovani del moderno conio sperasi all’ in- 
darno . 

Si è detto nel precedente libro(§.206.), che se da un pro- 
blema geometrico determinatosi tolga una sua qualunque con- 
dizione, ei debba divenirne indeterminato. In tal caso infiniti 
punti posti in una locale saranno soddisfacenti al problema 
indeterminato ; e colesta linea dovré tenere per una delle sue 
proprieié il quesito del problema . Dunque l'è facil cosa il 
cangiare un problema locale , o indeterminato in un locale 
teorema . Ma si 1’ uno , che l’ altro si cangerà in porisma p 
quando dalla detta località vogliasi conoscere un de’ di lei 
determinanti . Cosi l’è un teorema locale la 21. Elem.III. , 
cioè , che : gli angoli posti in un medesimo segmento circolare 
sieno uguali fra loro . Ed ei potrebbesi cangiare in un pro- 
blema locale , che si concepirebbe nel seguente modo : iit- 
trovare i vertici de’ triangoli , che abbiano una stessa base , 
ed un dato angolo verticale , e sien rivolli dalla stessa parte. 

' Si riscontrino alcuni lemmi dello stesso Pappo nel lib.V II. CeUez 
Matem. 

> Cioè i dati di grandezze , di specie , e di rapporto. 

' ° Il sito di certo grandezze c instruisce a poter proporre , e risolvere 
non pochi di siflatti problemi. 
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Ma si daH’ una , che dall’ altra di qnesle due proposiziooi 
potrebbesi trarre la segnante indagine , cioè : Da un estremo 
di un dato arco circolare si conducano in esso quante corde ne 
piacciano , ed al termine di ciascuna di queste formisi un an- 
golo dato ; qual sarà il concorso di queste rette inclinate a 
quelle corde ? Il divisato concorso , come 1’ è noto dalla 2i. 
SI. III. , è nn punto del detto arco , o nel suo compimento 
alla circonferenza . E tal ricerca , ed un tal ritrovato sareb- 
be una specie di porisma, o di proposizione media tra’ pro- 
blemi locali , ed i locali teoremi * . 

PROPOSIZIONE XIV. 

Principio. 

436. La supposizione del fatto non sol ci guida a 
risolvere i problemi di Geometria , ma ella è pu- 
ranche un principio regolatore di tutti gli altri meto- 
di euristici nell’ Analisi de finiti , e degf infiniti , 
e di tutte le altre indagini , che sulle quantità, qua- 
lunque ne sieno , si posson mai proporre. 

Riscn. Da questa supposizione , come da copiosa vena 
sporgono i diversi maneggi delle algebriche equazioni , le ri- 
soluzioni di esse, le tante si diverse evoluzioni delle formolo 
analitiche ; la genesi , lo sviluppo , e la sommazione dì certe 
serie , le integrazioni di alcune equazioni differenziali, l’in- 
venzione de’ massimi , e de’ minimi , ec. , ed altre non po- 
che indagini sulle analitiche grandezze. Su di che eccone u- 
na più precìsa indicazione. 


* 5i rtMonlrì sul propotilo la noiira prima ditterlasiane nel voi. i. 
iedi Opuscoli. 

21 
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PniNctrio. 

437 . Chiamando z, ec. le ignote distinte di 

un qualunque problema , ed a , , c , ec. le sue 

grandezze noie : dovremo proccurarci, pe’ principi 
stabiliti nel cap. 2 . del lib. II. , le espressioni delle 
ignote, die Irovansi annesse alle anzidette, e che ne 
cale di esaminare . E ]>oi tradurne le condizioni di 
esso problema in equazioni, che si dovranno per le 
algebriche teorie saggiamente maneggiare. 

Risai. Questo principio, e 1 seguente racchiudono in po- 
chi versi la condotta degli analisti nel risolvere un qualunque 
problcuia per mezzo dell’ ÀDalisi de’ Coiti , o degl’ infiniti . 

PROPOSIZIONE XVI. 

Principio. 

4 38. Similmente se chiameremo x, z,t>, ec. le 
diverse variabili di un qualunque problema , ed a, 
Zi , c , ec. le grandezze costanti * di esso j dovremo 
jiure proccurarci le espressioni di certe variabili con- 
nesse colle prime , cioè di certe loro funzioni . E 
dovremo poi maneggiar tali grandezze giusta le con- 
dizioni del problema , e colle regole deU’Ànalisi de’ 
finiti , e di quelle altre degl’ infiniti altresì . 


* Ptr la dtfmsioni di gutitt grmdtsz» , reggati il nostro eori« di 
Analisi algebrica. 
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Risca.Le graadetie Tariabill oltre al maneggio algebrico, 
che loro può adattarsi , sono anche suscettive di certe ope- 
razioni particolari , che sulle ignote de’ problemi non è lecito 
di fare . Tra qneste operazioni , che rapportansi nell’ Anali- 
si degl’ infiniti , deggionsi numm-are le prime , e le ulteriori 
differenziazioni di esse , e delle funzioni loro. 

PROPOSIZIONE XVII. 

PaiNCiPio. 

439.La supposizione del fatto non consiste , co- 
me talun di voi potrebbe credere , nel prender l’ i- 
gnoto per noto , o per determinato ciò , che non 
è tale . £ nè tampoco deesi confondere col tipo di 
certe dimostrazioni indirette , o colla regola del 
falso , che nell’ Aritmetica volgare , ed in altre a- 
nalitiche ricerche talor giova praticare. 

Din. Nella supposizion del fatto non si annida veruna pe- 
tizione di principio , qual sarebbe quella di prender l' i- 
gnoto per cosa nota , o creder determinato ciò , che non 
è tale, ec. Imperocché la detta supposizione non fa, che as- 
sumere i determinanti del quesito ( che per altro sono gran- 
dezze ignote ) , e ragguagliandoli alle cose dato del proble - 
ma , renderli poi noti con un processo di pura sintesi, o con 
analitici ripieghi. 

In oltre basta essere iniziato ne’ precetti di Logica, per in- 
tender bene quanto le indirette dimostrazioni sien diverso 
dal tipo di quest’ analisi geometrica , di cui n’ è principia 
la detta supposizione del fatto. 

Finalmente da questa supposizione del fatto n'è anche dk- 
Tcrsa la ivgola del falso , colla quale prodigiosamente cisoib- 
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TODsi ardui problemi di Arilmotica , e tanti altri benanche 
deir Analisi sublime, a risolvere i quali o non v’ ha arte al- 
cuna, o l’arte n’ è da meno. Poiché in tal regola si assume uu 
numero falso , come s’ ei fosse il vero , cioè veramente quel- 
lo , che si domanda ; e vi si va poi saggiando se da esso ne 
risaltino gl’ identici dati del prohlema, o pur de’ diversi. Nel 
primo caso 1’ assunto numero sarà il vero : e nell’ altro dal- 
la differenza de’ dati , e de’ detti risultamenti suol ricavarsi 
il vero numero esattamente, o per approssimazione : usando 
in ciò la regola aurea una, o più volte , ed altre del volgare 
algorismo . 
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CAPITOLO IIL 

Dello sviluppo delle coeseSuenze del fatto. 


440. Lo svilappo delle conseguenze , che deduconsì dalla 
supposizione del fallo, è il secondo ramo dellanalisi geome- 
trica , e forse il più insigne di que’ tre , ch’ io dissi dover- 
sela essenzialmenle cosliluire (§.397) . E sebben ei più per 
r ingegno dell’ analisla , che da’ precelli dell’ arie rendasi 
attivo , e di verità utili fecondo , nondimeno il recarvene la 
sua natura, ed alcune principali regole , che ad usarne con- 
ducono , non sia grave. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

Pbincipio. 

44 1 -Lo sviluppo delle conseguenze del fatto con- 
siste, nel trarne certe opportune analogìe, ove con- 
tengansi alcuni determinanti de’ dati del problema, 
ed alcuni altri del ijuesito ^ e maneggiando poi , c 
riducendo cotesti rapporti colle regole degli Ele- 
menti piani, o con altre, che se ne posson dedurre. 

Dm. I dati, cd i quesiti di un problema hanno fra loro un 
nesso {pTS..lib.II.'), sicché da’primi si possono gli altri de- 
terminare . Dunque se rinverremo qualche analogia , ove si 
contengano i determinanti de’ dati , e de’ quesiti di esso , 
c colle regole ose in Geometria la maneggeremo, ci potrà rie- 
scire agevolmente ( se pure un tal problema non sia di alto 
grado, o di sublime indagine ) di render noti que’ determinan- 
ti del quesito, o di ridurre il problema ad un altro di già ri- 
soluto . E per tal mezzo potremo proccurarci una soluzione 
effclliva del problema , o un’ altra di riduzione. 
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PROPOSIZIONE XIX. 


Pbincipio. 

I forni , da’ quali altingonsi i divisati rap- 
porti tra’ i determinanti de’ dati , e quei de’ que- 
siti di un problema , sono le condizioni di esso , e 
le proprietà del di lui subietto. 

£ ’l maneggio di questi rapporti potrà farsi col- 
le regole prescritte in Geometria, co’teoremi del 11“ 
degli Elementi , o con altre verità elementari . 

Dm. La solazione di ciascun problema dee corrìspondero 
al soggetto , che vi si propone , ed alle condizioni , che gli 
» impongono . Dunque non men da queste , che dalle pro« 
prietà di quello si dovranno trarre i rapporti fra i determi- 
nanti de’ dati , e de’ quesiti . 

443. Scol. Per la piena intelligenza di questo principio eu- 
ristico giova por mente al sottoposto canone , ed all’ avver- 
timento , che il segue. 

Canone. 

444.Ninno mai imprenda a sciogliere un geometrico pro- 
blema, se non gli sien conte le proprietà del di lui subietto, 
e se non siagli familiare il mane^io delle geometriche ragio- 
ni applicate alle semplici rette , alle loro potenze , ed alle 
figure , che chiudonsi da rette, o dalle lince circolari . 

Avv. La prima parte di questa proposizione ammette qual- 
che limitazione, che si osserverà qui appresso; e poi nel de- 
corso di questo libro. £ per la seconda gioverà intender bene 
le seguenti cose . L’ essenza di una dimostrazione sinteti- 
ca consiste principalmente in una saggia evoluzione di geo- 
metriche ragioni . Non di meno cotcsta tela dimostrativa 
vuol esserne intarsiata da altre verità degli E/cmenli , se ciò 
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può esserlo , a Co di reoderne comoda V intelligenza . Su di 
che gli antichi si distinsero mirabilmente. 

PROPOSIZIONE XX. 

Principio. 

44^* La soluzione di un problema dovrà stimar- 
si legittima, e conveniente , s’ ella si derivi da tutte 
le di lui condizioni , e da una, o più proprietà del 
subietto. 

E dovrà poi aversi per elegantissima la soluzio- 
ne di un problema , se da meno proprietà del di 
lui subietto si derivi, e sia pur conciso, quanto più 
può esserlo , il tessuto delle ragioni , che traggon- 
si da essa , e dalle condizioni del problema . 

Din. Siccome Natnra non fa vemna cosa all’ indarno , nè 
mai con profusion di mezzi , c senza un minimo di azione il 
produce ; cosi la soluzione di un problema , perchè sia na- 
turale , ed elegante, dee esser fatta con un certo minimo di 
eurìstici prìncipj " . Cioè a direconvien trarla da un minor 
numero possibile delle proprietà del sobietto, e con piè con- 
ciso maneggio di ragioni , che n’ esprimano le proprietà an- 
zidetto , e le condizioni del problema . 


' ' Cioè con meno artilizj di risoluzione ; o come si espresse l'Halley : 
Analy$i bretiuima , H ritnul pmpieua , soggiugnendo per l' altra par- 
te essenziale ancora alla soluzione : Sinthesi eoncinna , et minime ope- 
rata ( /Voe/. inApoll, de Seelione rationii , cc. ) 
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PniNCiPio. 

446' Ed un problema , la cui soluzione non sia- 
si dedotta da tutte le condizioni ivi proposte, ed al- 
men da qualcuna delle proprietà del subietto , o 
non è sciolto bene , o 1’ è mal proposto. 

Dm. Se mai una qualche condizione di nn problema sia 
ridondante, o pur si contenga in un’altra ivi espressa”, glisi 
potrà fare un’ ottima soluzione , senza che di essa se ne ab- 
bia conto. Ed in tal caso un tal problema sarà sciolto bene ; 
ma sarà mal proposto . Cosi : se propongasi d* iscrivere 
un quadralo in un triangolo , e soggiungasi aver questo una 
data aja , o dover serbare a quel triangolo una data ragio- 
ne , basterà 1’ analisi geometrica della prop. 4. per otte- 
ner r intento , senza tener conto della prima , o dell’ al- 
tra delle soggiunte condizioni . Conciosiachè la prima di es- 
se è superflua, e la seconda n’ è implicante . Ma tranne que- 
sti casi si dovrà concluder mai sempre esser fallace la solu- 
zione di Un problema , nella quale siasi omessa qualche di 
lui condizione , o di niiina proprietà del snbielto vi si ab- 
bia conto . 

447. Con. E sarà benanche fallace la dimostrazione di nn 
teorema , quando ella non dipenda in alcun modo dalla na- 
tura del subietto , o non si tragga dalle condizioni della sua 
ipotesi , e dalle geometriche preparazioni . In questo sco- 
glio urtan sovente que’ giovanetti , che avendo pih ingegno. 


'* Leggansi le prime definizioni del cap.S.lib.lI. 

’’ Dovendosi almeno proporre più generalmente. 

' 4 Cioè da una certa costruzione, che ne' teoremi premettesi alle di- 
mostrazioni loro. 
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che arte imprendooo a sciogliere problemi superiori alle loro 
forze , o prctendon di risolvere eiràno et regala problemi 
solidi , ipersolidi , c irasccodenti. 

PROPOSIZIONE XXII. 

PaiRCipio. 

448. Per inventare la dimostrazione di un teore- 
ma , convien dedurre dalla sua tesi continue , e 
legittime conseguenze, finché una tra lor si rinven- 
ga esser vera notoriamente. 

£ da questa conseguenza poi risalendo alla tesi y 
potrà comporsi l’ anzidetta dimostrazione. 

Riscn. Le ragioni di qnesto lavorìo conteogonsi nelle ve* 
ritk del cap. preced. , ed in alcuni principj di questo . Sic- 
ché ad altro non c' impegneremo , che a chiarirlo con reca- 
re una nitida geometrica dimostrazione ad un di que’ teore- 
mi del Fermai lasciati a noi senza di essa . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TBOBEMA. 

449>8e sopra il diametro AB [ _^g.8.] del semicer- 
chioÀMB si formi il rettangolo ABFE , di cui 1’ al- 
tezza AE pareggi la corda del quadrante, e da’pun- 
ti £, F conducansi ad un qualunque punto M della 
circonferenza le due rette £M, FM : saranno sem- 
pre i quadrati delle intercette alternative AS , KB 
uguali al quadrato del diametro AB . 

22 


Digilized by Google 


. 2^(5 DtU invenzione geometrica. 

Analisi geometrica della dimostrazione. 

I. Sia vero esserne AS’ -f RB* s= AB*. E poiché la RB è 
divisa nelle parli RS, SB , e 1’ altra AB nelle sue parli AS , 
SB ; prendendo , per la 4. El. II . , gli equivalenti di RB’, 
ed AB*, sarà AS* + SB* + RS’ + 2RS.SB = AS* + SB’ + 
2AS.SB ; cioè , togliendo le comuni grandezze AS*, edSB*, 
d’ ambe le parli , resterà RS* -f- 2RS.SB = 2AS.SB . E to- 
gliendovi anche 2RS.SB «k queste uguali quantità , dovrà 
rimanervi RS’ = 2AR.SB . 

II. In oltre si uniscano le due rette MA , MB , che pio- 
dotte incontrino io P , Q la EF distesa d’ambe le parti. Sa- 
rà la FQ similmente divisa in E,F, che 1’ altra AB in R, S : 
vale a dire sarà pure EF* = 2PE.FQ ; c prendendone le me- 
tà loro , dovrà essere AE’ = PE.FQ ; imperocché 1’ é per i- 
potesi AE’ = '/.ab*. 

III. E per l’ egualità del quadrato di AE , e del rettangolo 
di PE in QF starà FE ; AE BF : QF . E dovrà essere il 
triangolo AEP equiangolo all’ altro QFB ( i.El.VI. ). Ma 
questi triangoli sono veramente equiangoli , per esser simili 
al medesimo triangolo PMQ rettangolo in M Adunque l’ò 
vera la proposta tesi , che sia AS' -|- RB* = AB*. 

A5U. Avv. Che se vogliasi ordire un’ elegante dimostra- 
tione a questo teorema Fcrmaziano, cioè ritrarre la geometri- 
ca composizione dall’ analisi recata , vi bisognerà con molo 
retrogrado ascenderne alla tesi dall’ ultima conseguenza ad- 
dotta , cioè dall’ esser equiangoli i due triangoli AEP, QFB 
Taccorne, che sia AS* -|- RB’ = AB’ . E questo regresso di 
analisi geometrica dovrà farsi salendo dal n. 111. al li. : dal 
II. all’ I , e quivi cangiar in somme le indicate sottrazioni. 


“ Essendo retto I' angolo PMQ nel semicerchio. 
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Primcipio. 

45 1 . Se propongasi dì ritrovare un punto in una 
linea retta , o curva , il quale debba soddisfare ad 
una certa condizione^ un tal punto resterà determi- 
nato dall’ intersezione di quella data linea , e del- 
la locale della condizione proposta. E nella combi- 
nazione di queste due linee dovrà consistere l’ im- 
pegno deir analisi geometrica . 

Ma se con tal mezzo si pregiudichi alla proprie- 
tà, o all’eleganza della soluzione , si dovrà peral- 
tro vie guidar 1’ analisi del problema , o esplorar- 
ne certe condizioni vicarie della data, e più maneg- 
gevoli di essa . 

Dim. Part. i. Ogni punto dell’ anzidelta locale dee con- 
tenere la proposta condizione . Dunque descrivendo cotesta 
linea , c combinandola colla data Icgiltimamcote , si otterrà 
nella loro intersezione il richiesto punto “. 

Par. II. Se la divisata locale sia una retta , o un cerchio 
cioè un luogo piano , la risoluzion del problema eseguita iu 
tal modo sarà semplice , e conveniente . Ma s’ ella non sia 
tale , potrà dubitarsi , che da' determinanti di essa condi- 
zione , o da una sua vicaria , o io altro modo ottengasi una 
costruzione assai più facile dell’indicata , e talvolta esegui- 
ta circino et regala . Su di che vedi il §. 208. lib. II. 

432.Scol. Prima d’ illustrare il terzo ramo dell’ analisi- 
geometrica , cioè la riduzion del problema , io qui dislendok 

Poiché questo punto contiene al par degli altri la projjosta con- 
dizione . 
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in foma di canoni le principali regole da eae^ir lo svilup- 
po delle conseguenze , che in un geometrico problema deri< 
Tansi dalla supposizione del fatto. 

CaNone r. 

453. 1 modi di argomentare in prt^ronione che il som- 
mo Euclide ha prescritti, ed applicati ne’ libri di Geometria 
elementare , formino l’ ordinario maneggio delle geometriche 
ragioni da doversi adoperare nello sviluppo delle conseguen- 
ze del fatto. Ed altri modi alEni si potranno pure adottare' 

Canone li. 

454. L’ ignota ragione di x ad j ti si forh nota , se ti r lo- 
sca ritrovare un’ altra grandezza v , che serbi a ciascuna di 
quelle due x , ed / , ragioni date. 

Dm. La ragione di xad^, ponendo la oin mezzo allex 
ed j , si compone dalle due di x ad v, e di v ad_^. Ma que- 
ste si suppongoit date. Dunque sarà anche data la ragione di 
xidjr. 

Canone III. 

455. Se troverai due rettangoli proporzionali alle loro ba- 
si, dirai esserne uguali le altezze (-/. £/. £/. ). £ se l’un 
rettangolo stia all’ altro , come la base del primo ad una ter- 
za rotta ; dovrai dire , che il secondo rettangolo ne ugnagli 
un altro fatto da cotesta retta nell’ altezza del primo de’ due 
rettangoli . 

Dm. Supponi essere XY : x^ :: X : A sarà, mpltiplicanda 
per Y i termini della seconda ragione, XY : zyf :: XY : ÀY; 
« quindi xy = AY , ed j : Y :: A : x . Yale a dire iit tal 


•’ Cioà se stia x: y :: m :n, ed X : Y :: m :n ; sarà x+X : y ÌX 
;; m t n • £ cosi imre x -J- X : y -f- Y x — X : y — Y , oc. ^ 
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caso n reo jerk ptà smplice k proposU analogìa . Lo d>« 
giova aTTcrlire. 

Caronb rv. 

456. Sposso condnce ridurre su di una stessa retta una pro- 
poruone tra quattro rette per poter intuitiTameate cono- 
scere , se siavi data la somma , o la differenza di due di es- 
se , e per potervi adattare facilmente , se sia d’ uopo , le ve- 
rità del 11° degli Elemenli. 

Gauomb V. 

A57.Se rìtrovÌDsi due rettangoli proporzionali a due rette , 
ingegnati per lo canone 3. di simplificare una tale analogia , 
e di ridurre su di una retta l’ anzidetta proporzione . 

Canore VI. 

A58. E se convenga usar molti modi di argomentare in 
ragione, per maneggiar convenevolmente k dotta analogia , 
che siasi ridotta su di una retta , potrai valerti delle verità 
del ir degli Elemenli , se ti riuscirà pih breve un tal sentie- 
ro , o più comodo con introdurvi queste altra teorìe . 

Carore vii. 

459. Prima d’ incominciare V analisi geometrica di un 
problema, vedi se ti riesca simplificame il quesito. Su di che 
ecco il seguente problema . 

PROPOSIZIONE XXV. 

PROBLEMA. 

460 . Dati i due puDtI]À ,*B ] nell’ arco 

circolare ACB , condurre ad un terzo potuto G le 
corde AG, BG, e la BD perpendicolare su di AG, 
sicchc sia AD + BD = BG + DG . 
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Sot. ToltflTÌ di comune la BC , resterà AC + BD = BC, 
cioè ÀC =; BC — BD . Premessa questa simplificazione del 
tema proposto , eccone una breve analisi . 

Il triangolo BDC è dato di specie " ; dunque!’ è data la 
ragione di BC a BD , e quindi, convertendo, quella di BC a 
BC — BD , cioè di BC a CA, essendo CA = BC — BD . 
Laonde il triangolo ACB saiè dato di specie, e con ciò 1’ an- 
golo ABC sarà dato. E ’l proposto problema si ridurrà a la- 
re un angolo dato ai dato punto A della retta AB 
461. Scoi. Giov. Bemonlli nel risolvere un tal problema 
pervenne ad nn’ equazione quadratica di 25. termini di quat- 
tro dimensioni ( Oper.vol.IV. ) * . 


“ Per esser dato l' angolo BCD consegnante al dato BCA , e per es- 
serne retto r angolo D. 

•» Esendo dato un angolo , e la ragione de’ lati che il comprendono. 

* IH «n (al jirMima se ne potrà vedere ancora «n« loluziaiu nelle 
note alla nostra Trigonometria ( scoi, al probi, IX di Regiomonlano. ). 
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CAPITOLO IV. 


Dell’ i'ltika parte dell’ analisi geometrica 

C10£ DELLA RIDUZIONE DEL PROBLEMA. 


A62.La riduzione di un problema geometrico , cb’ è 1’ ul> 
lima parte deir analisi degli anlicbi , è V arerne iucontrata 
fra le conseguenze del fatto quella che si conosca esser fatti* 
bile , e nel saperne poi da essa la costruzion del problema 
derivare . Su di che eccone le conTcnicnli riflessioni. 

463 . Def. I. Problema di notoria soluzione può 
dirsi quello, che vien rapportalo negli Elementi. 

E si dirà problema di facilissima soluzione quel- 
r altro , che sappiasi trarre agevolmente da’ pro- 
blemi elementari . 

464. DEF.11. Un problema geometrico si dice es- 
ser di primo gradoy s’ ei ne mostri, che il rettango- 
lo di una retta ignota in un altra nota sìa uguale 
ad un rettangolo dato. 

465. Coa. Dunque se chiameremo x colesta retta igno* 
ta, p la retta nota , e 9 , r i lati del rettangolo dato , . sarà 

px — gr 

r equazione pe’ problemi geometrici di primo grado. 

466. Def.iii. Un problema geometrico si dirà di 
secondo grado , se il quadrato di una retta ignota 
unito al rettangolo di essa retta in un’ altra nota , 
o pur la differenza di cotesti due spazj , debba pa- 
reggiarne un rettangolo dato. 

467. CoR. Ritenendo i simboli del corollario precedente , 
otterremo la seguente equazione generale 

px ± x’ = r 

pc'problemi geometrici del secondo grado. 
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PftOFOSIZKXSE XXVI. 

Pimcirio. 

46)). La ridazione di un problema geometrico o 
c’ indica nn altro problema di notoria , e facilissi- 
ma soluzione , da cnl sappiasi derivar quella del 
proposto problema ^ o ne mostra I’ artificio da ef- 
fèttivaiaente ritrovarsi l’ ignoto punto. 

Di«. Queste due veriUi sono chiare pe’ prìncipi del capo 
precedente . 

469. Scol. Io qn'i mi restringo a ragionarri solamente delle 
solnaioni derivative de’ problemi piani , cioè che si possono' 
risolvere cimino , et regtda , come seno (fichiarali dalla se* 
gnenle definizione. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

PaiNcuio. 

470.1 problemi geometrici di 1° gradò riduconsi 
a ritrovar due rette proporzionali a dne rette da- 
te , ed aventi una data somma, o una data differen- 
za . £. ciò poi si ottiene con ritrovare una quarta 
proporzionale io ordine a tre rette date . 

Dm. Sviluppando le conscgoense del fatto in no geometri- 
co problema s’ incontri la seguente analogia 
5±*:x::n;r 
sarìk dividendo , o componendo 

q : X n ^ r : r 
E facendovi p =: n jp r , sarà 

px~ qr. 
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Dunque un tal problema (§.464.) è di 1’ grado, o si riduce 
a ritrovar due rette g ± x , ed a; proporzionali alle date A 
ed r ; ed aventi per somma , o per differenza la data q ; o 
rmalmenlc a ritrovare una quarta proporzionale in ordine alle 
tre date rette n ^ r, r, e ^ . E questa ne dark l'ignoto punto. 

Che se rinvengasi fra le conseguenze del fatto quest' altra 
analogia 

X : X — q:: r : n , 

sali , convertendo , 


X : q :: r : r — n . 

E vi si trarrà lo stesso ragionamento di qu'i sopra. 


PROPOSIZIONE XXVIII. 

PnINCIFIO. 


47 1 .1 problemi geometrici di grado si riduco» 
no a ritrovar due rette reciproche a due date, ed a» 
venti una data somma , o una data diiferenza. 

Talora amendue queste rette saranno soddisfa- 
centi allo stesso soggetto del problema : e talun’ al- 
tra volta una di esse servirà per lo preciso soggetto 
del problema , e 1’ altra per un altro afiìne . 

Dim. Dalla supposizion del fatto in un geometrico prò ^ 
blema si rinvenga la seguente analogia 
q : X X 'de p : r. 

Si dovranno ritrovare due rette a; , a: ± p reciproche alle 
due date ^,r, ed aventi per differenza, o per somma la data p. 
IMa r anzidetta analogia si traduce nell' equazione quadratica 
a;’ ± px = qr. 

lo qui per problema aflinc intendo un caso del problema proposto, 
cui sì adatti la medesima equazione. 

•23 
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Dunque un problema gcomclrico di 2° grado ti riduce a tro- 
var due rette co’ caratteri divisati . £ lo stesso si dica se sia 
quest’ altra 

q : X :: p't X : r , 

r analogia incontrata nelle conseguenze del fatto . 

Pabt. II. Delle duo cose proposte nella 2“ parte , 1’ una 
s’ intende dal problema 2. di questo libro (§-41 1 .) , e l’ al- 
tra da un problema , che più giù distendo. 

472. Avv. Prima di passar oltre in questo argomento è 
convenevol cosa descrivere i principali vantaggi , che ritrag- 
gonsi dalle anzidette riduzioni . 

I. Un geometra , che sta risolvendo un problema di l” o 
di 2“ grado , senza che si roda il cervello nel saperlo ridur- 
re ad un altro di già risoluto, stia sicuro di averne ottenuta 
la soluzione , tosto che vi avrà rilevato quattro rette con 
uno de’ caratteri prescritti. 

II. Che anzi riuscendogli di ridurre uno di questi problemi 
alla proporzione di quattro rette , altro non gli resta per la 
soluzione, che l’esplorare, se in esse rinvengasi uno di que’ca- 
ratteri ; o co’ modi di argomentare proccurarlo , s’ ei non 
vi sia . 

III. Di rado incontrasi un dì questi problemi dover dipen- 
dere da que’ particolari , che offronsi negli Elementi . Ma 
tutti poi a que' due soli si riducono. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

PROBLENA. 

473. Dato r angolo BAC [ ^g.\o, ] e ’l punto E 
dentro, o fuori di esso j condurre per tal punto l’ in- 
clinata EC , sicché risulti il triangolo BAC uguale 
ad un dato . 
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Sol. Per condotta dell’ analisi geometrica il triangolo 
BAC anppongasi preggiar 1’ altro EFO , essendo la EF 
perpendicolare alla CA . Si conduca EG parallela a BA . 
£ dorendo essere uguali i due triangoli ABC , EFO , sarà 
( tirando BD perpndicolare ad AC ) AC : FO :: EF : BD . 
Ma la ragione di EF a BD è ugnale a qnella di EG a BA , 
pe’ triangoli simili EFG , BDA ; e quest’ altra ragione è i- 
dcnlica al rapporto di CG a CA , pe’ triangoli simili ECG , 
BCA. Dunque sarà 

GC : AC :: AC : FO ; 

e dividendo 

GA : AC :: AC — FO : FO. 

Ma lo due rette GA, ed FO sono date, e le altre due AC, ed 
AC — FO hanno per differenza la data FO . Dunque un tal 
problema si riduce a trovar due rette reciproche a due date, 
ed aventi una data differenza. 

474. Or questo problema risoluto cogli algebrici artiCzj 
darebbe un’ equazione quadratica , e nel seguente modo . 

Facciasi AC = x , AG = h , FO = 4 , e si rilevi per la 
vie geometriche quassù calcale la seguente analogia 
GA : AC AC - FO : FO ; 
sarà A : X :: X — k : k 

cioè x’ •— kx =; kk 

ed X = '/,k ± V ( 

Duuque dovrà prendersi la retta 

AC = ’/.4 + V ( + ’A4’) 

o r altra Ac = '/>k — \/ ( kh -J. '/ik‘) 
e poi conginngersi le due rette £C, £c . Sarà tanto il triango- 
lo ABC , che r altro AAc ugu.nlc al dato OFE. 

Su di che eccone uu’ analitica, e completa ’ 

Diu. Essendo GC : GA :: CA : FO 
sarà ne’ loro mmboli 

--- h + '/rk + V(iA + ‘MI , + yJ{M+’/,k') , k. ; 

rettangolo deU’ pv^ggera il quadrato della ms- 
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dia . Ma esegnendo le iodicale operazioni intuìliramentc ai 
Gonoace cotcsta cgnalità di espressioni, essendone identiche. 
Dunque la CA sarà soddisfacente al problema . Cioè a di- 
re il valore '/ik -1- V ( soddisfacente al- 

r equazione 

x' — kx = kh . 

Ma prendendo 1’ altra retta 

Ae = — '/ak + V( kh + i/jA» ) = — X 
e condotta pe’ punti E , c 1’ altra retta EcA , e dal punto & 
abbassando la id perpendicolare alla CA, ne vien pure, per 
la supposizione del triangolo \bc uguale al dato EFO, 

Ac ; FO :: EF : bd :: Ec : cb cG ; Ac , 

pe’ triangoli sìmili EFc , bdc , e per gli altri Acb, EcG. 

Dunque sarh 

Ac ; FO cG ; Ac , 

cioè — X : k :: h + X : — x 

e quindi x' = kh + kx , 

0 pure x’ — kx = kh . 

£ sarà benanchè cotesto valore di — x soddisfacente all'ad- 
dolta equazione . 

475.Avv.lIo voluto alquanto diCTondermi nel dichiarar l'u- 
so delle radici negative ne’ geometrici problemi. Imperocché 

1 geometri 1’ hao trasandato concordemente, ed un saggio a- 
nalisla, che si è impegnato a chiarirle , dovea farlo pih con- 
venevolmente .' 

476- Def. IV. Un problema geometrico si dirà 
Piano, s’ ei possa costruirsi circino, et regala, cioè 
impiegando nella sua costruzione i soli postulati di 
Geometria elementare , o altre operazioni , che di- 
pendano da essi. 

477. Def.v. Ed un altro problema geometrico si 
dirà Solido , se nel costruirlo convenga benache 


Digitizad by Coogle 


D*ìt invenzione geometrica. 


237 


impiegarvi delle curve coniche combinate col cer- 
chio , o fra loro . 

La ragione perchè questi problemi fossero stati così det- 
ti dagli antichi si vedrà in appresso , quando tratteremo di 
lai genere di problemi . 

PROPOSIZIONE XXX. 

Principio 

478.1 problemi geometrici di i", e di a“ grado 
sono problemi piani j e viceversa. 

E tutt’ i problemi piani si riducono a ritrovar 
due rette aventi una data somma , o una data dif- 
ferenza , e che sien proporzionali , o reciproche a 
due rette date . 

Dih. Pablb I. Che i problemi geometrici di 1* , e di 2* 
grado sien piani è chiaro per l’ addotta definizione preceden- 
te , e àa,’ principj stabiliti nè’ §$. 470 , e 471. Ma sarà poi 
vera la conversa di cotesta proposizione ? Il punto ignoto 
in un problema piano (così io ne dimostro una tal conversa ) 
si dee determinare coll’ intersezione di due rette, di dne cer- 
chi , o di una linea circolare , e di una retta ( §. 13 , e 14. 
lié. I, ). Ma il primo de’ detti punti d’ intersezione , qua- 
lunque sieno le direttrici , alle quali ei si rapporti , ci offre 
un’ equazione di 1° grado , la qual n’ esprime le condizioni 
del problema " . Ed è di simil natura e di 2* grado l’ equa- 
zione , che ne determina ciascun degli altri punti d’ interse- 
zione , cioè quando si seghino dne cerchi, o uno di essi, ed 
una retta . Dunque tutte l’ equazioni in che si traducono i 
problemi piani non eccedono il secondo grado . 

*' Perchè requatiooo di un problema contiene io simboli analitici 
le di lui condizioni . 
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Parts ii. E qaindi tatt’ i problemi piani si riducono a 
ritrovar duo rette aventi una data somma , o una data diffe- 
renza, che sieno proporzionali, o reciproche a dne rette date. 

479. Scoi.. E si si vedrà ne’ capi ulteriori, che tati’ i pro- 
blemi solidi , cioè di 3°, o di 4° grado debbansi ridurre alla 
trisezione dell’ angolo , o all’ invenzione di due medie pro- 
porzionali tra dne rette dato * . 

PROPOSIZIONE XXXI. 

Principio. 

480 . Talora un problema geometrico non sarà 
piano , tuttoché 1’ artifizio di sua costruzione siasi 
praticato circino , et regala. 

Dim. Se propongasi a ritrovare un punto in una curva di- 
Tersa dal cerchio , e vi si addica una condizione , che som- 
ministri un luogo piano ; la combinazione di questa locai» 
con quella curva ne darà i punti soddisfacenti. Or la descri- 
zione di questa locale cscguesi circino , et rcgula , ed a que- 
sto si riduce la costruzione del problema , il qual si è sup- 
posto non esser piano . Dunque potrà praticarsi circino , el 
regala la costruzione di un problema geometrico, ed ei potrà 
non esser piano. Cosi: Se diansi due punti entro una qualun- 
que curva , e da quelli vogliansi tirar due rette ad un punto 
di questa , sicché sieno in una data ragione ; basterà con uu 
solo cerchio , eh’ è la locale della proposta condizione **, 
rilevar quel punto . Ma intanto , trattandolo con 1’ analisi 
moderna, l' equazione lluale sarebbe di altro grado, e ne mo- 
strerebbe esser solido il problema , o ipersolido , o trascen- 
dente . Di cho sarà ragionato in appresso . 

* Come sarà dimostrato netta parte 11. dii presente Iratlato. 

*' prop. til, (ib, U , e nota cmiip. 
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Della composizione geometrica de’ problemi. 


A81. È massima delle anliclic scuole di Geomelria, e del> 
le moderne altresì , che niun problema geometrico debbasi 
avere per risoluto , s’ ei non siavi legittimamente costruito . 
Imperocché in ciò principalmente consiste la natura, c l’im- 
pegno di ciascnn geometrico problema , il quale secondo la 
dottrina di Pappo in proponili proponiiw coustructionem * . 
Che dovrem poi dire della dimostrazione , eh’ é 1' altra par- 
te della risoluzione del problema ? La dimostrazione serva 
ad autorizzarne la costruzione. Quella può a questa premet- 
tersi , quando vi si pratichi 1’ analisi geometrica : e dee poi 
seguirla nel metodo di composizione, qual si osserva in Eu- 
clide , ed in altri geometri antichi. Si nell’ uno, che nell’al- 
tro caso la dimostrazione può guidarsi nelle geometriche 
grandezze , o con de’ simboli algebrici di esse . £ l' no di 
questi due tessuti può sagacemente nell’ altro convertirsi. In- 
tanto tra questi vaij ometti, che ci si offrono all’ intelligen- 
za , noi ci fisseremo principalmente alla geometrica com- 
posizione de’ problemi , della quale eccone la natura. 

48s. DEF.vi.Per composizione geometrica di un 
problema intendesi la costruzione geometrica di 
esso , cui soggiungasi un’ accurata dimostrazione . 

483. Scol. 1 materiali della costruzione di un problema, e 
della dimostrazione di essa contengonsi nell’analisi geometri- 
ca , con cui r avremo saggiamente rìsolnto.lVIa la nitidezza di 


* Ed il Newton si espresso dicendo : Malliplieatione$ , diviiioiui , 
*l tiusmodi computa in Geomttriam reeeni introdueta luiU , idqu» tit- 
aomuUo , «I eonlra primum msttìulum ictentiae huiiu . Appsndis ee. 
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questa geometrica composizione suol rilevarsi dall’ arte , e 
dall' ingegno dell’ analista . Su di che cccone alcune regole 
principali. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

PaiNCirio. 

484 . Se dinotisi per A la supposizione del fatto 
nell’ analisi geometrica di on problema , e per B, 
G, D, £ le verità, che discendon da quella succes- 
sivamente la composizione geometrica dovrà ese- 
guirsi costruendo 1’ ultima E di queste , che sia fat- 
tibile , e poi proccurando di dimostrare accurata- 
mente le verità D, C, B infino ad A , con ordine 
retrogrado al primiero, e con opposte operazioni . 

Dim. Dalla supposizione A discendono successivamente le 
verità B , G , D , E. Dunque posta la verità E si dovrà vi- 
cendevolmente conchiudere , che A sia vera, se mai ci riesca 
di dimostrare, che da E ne venga D, da D l’altra C, da que- 
sta B ; e finalmente da B la prima verità, che si è assunta , 
cioè A. 


PROPOSIZIONE XXXIII. 

rBOStEMA. 

48S.Data la retta MN IJìg- 1 1 •] divisa in P divi- 
derla in un altro punto Q, sicché la somma de’qua- 
dratl delle due parti ignote MQ , QN stia al dop- 
pio del rettangolo di esse parti nella ragione di MP 
aPN. 
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Qui la MP , come dagli Elementi pub intenderti , non dee 


essere minore di PN *. 

Analisi geometrica. 

Suppongasi esser Q il punto addimandato , cioè die stia 
MQ’ + QìS’ : 2MQN MP ; NP [A] 

Sarà componendo 

MN’ : 2MQN ;; MN ; NP ;; MN’ ; MNP [P] 
E quindi dovrà essere 

2MQN = MNP [CI 

E bisecando la NP in 0, sarà pure 

MQN = MNO [0] 

Dunque le due rette MQ, e QN sono reciproche alle due date 
MN, NO, ed hanno la data MN per loro somma [E] 


Lo che si è detto più volte in quest’ opera esser fallibile. 

CoMPOsizionfe geometrica i 

CosT. Descritto il semicerchio sulla data retta MN, e bise- 
cata la PN in 0, si elevi dal punto 0 sulla PN la perpendi- 
colare OS, che incontri quel semicerchio in R. In oltre pren- 
dasi in tal retta la OS uguale alla corda RN , e per lo pun- 
to S si distenda la ST parallela alla MN, che dovrà incontra- 
re quel semicerchio , se il proposto problema sia possibi- 
le. Dal punto T di tal incontro si tiri TQ perpendicolare alla 
medesima MN. Sarà Q il punto ricercalo . 

Dim. I due rettangoli MQN , ed MNO , avvegnaché ugua- 
li a’ quadrati di TQ , e di RN , che dalla costruzione si pa- 
reggiano [E] , sono tra loro uguali [D] ; e con ciò anche i 
loro dnpli , cioè 2MQN, ed MNP [C] . Onde dovrà stare 

MN’ : 2MQN :: MN* ; MNP MN : NP. [15] 

• Poiché n rettangolo MQIf ditenla massimo quando il punto Q di- 
tide per metà la JUff , nel qual taso la rajione propoi la di MP a PAf 
ti fa di uguaglianza. 
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£ quindi dividendo 

MQ* + QN’ ; 2MQN :: MP : PN. [A] 

480. Scol. Leverilàchc servono a dimostrare la costru- 
zione di un problema , non solo vi debbono avere un corso 
retrogrado a quello dell’ analisi geometrica ; ma alcune di 
c.ssc debbono benanrbc contenere operazioni opposte alle lo- 
ro analoghe nell’ an.alisi suddetta. Cosi la verità [B] si c de- 
dotta nei!’ analisi geometrica col componendo ; e nella di- 
mostrazione n è poi sorta col dividendo. E ciò serva di chia- 
rimento a quello eh’ c stato detto in fine del §. ‘ÌS E 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

PniNCirio. 

487. Se talun di qiie’ passaggi retrogradi , che 
cojivien fare nella dimostrazione, per esempio,quel- 
lo di E a D , di D a C , di C a B , o di B ad A , 
non sia dimostrabile esattamente, gioverà in tal caso 
praticare una dimostrazione indiretta, di cui la for- 
ma sarà qui appresso indicata. 

E se a dimostrar qualcuno di que’retrogradi pas- 
saggi abbisognino lunghi ragionamenti , converrà 
premettere uno , o più lemmi, per render più breve 
la desiata dimostrazione. 

Dim. Parte i.Non ogni proposizione è convertibile. Dun- 
que non può sempre dimostrarsi , o in agevol modo, o senza 
supporvi altre condizioni, che se mai da D si derivi E, deb- 
ba vicendevolmcotc da E risultarne D. E lo stesso valga per 
gli altri retrogradi passaggi . E che dovrà fare il geometra 
in un tal caso ? Dovrà prevalersi della dimostrazione indiret- 
ta , il cui tipo io qui appresso dichiaro , cd illustro. 
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Parte ii. La seconda parte dell' addotto principio bea 
s iotende da per se stessa. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

Principio. 

^ 88 . L’ordinario tipo della dimostrazione -per 
assurdo è il seguente : Se dalla costruzione della 
conseguenza E non sia vero , che derivi la verità 
A , ne nasca , se Jia possibile V altra a . E prati- 
cando in a V istessa analisi geometrica del proble- 
ma ne vengano le successive conseguenze b, c, d, e. 
O dovrà esserne e identica ad^ , o pur d con D, 
ec. Ed ognuna di queste cose è un assurdo. 

Dim. Questa rerità, che può comprendersi col solo ri- 
membrarsi degli £/cmrnti Euclidei, sarli anche illustrata con 
altri esempli in appresso *. 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

Principio. 

489. La dimostrazione ad un problema analiti- 
camente risoluto può farsi o col solo verificarne le 
di lui condizioni nelle radici della detta equazio- 
ne , o nel rimontare dalle radici all’ equazione , c 
da queste alle condizioni del problema. 


• Per indicarne f un di quetli, potrà reJerfi la dimosintziune all uUi~ 
»• problema delle Inclìaazieoi , nell . 
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Din. La prima delle suddette cose è evidente ; e l'altra an- 
cor manifesta potrà meglio rilevarsi dal seguente problema. 

PROPOSIZIONE XXXVII. 

rnOBLENA. 

490*1)313 I3 retta AC 5 dividerla in B, 

sicché il quadrato delle parte AB stia al rettangolo 
di tutta la AC nell’ altra parte BC, in un data ra- 
gione , che per comodità di analisi sia quella di n 
ad AC . 

Soluzione analitica. 

Pongasi AC = a , AB = x ; sarà CB = a — x , ed 
AC.CB = a’ — ax. 

Quindi essendo , per la condizione del problema , 

— ox :: n : o :: n ( a — a: ) : a’ — ax [A] 
sarà , per la l.El.V , 

x' an — fi*. [B] 

Ed aggiugnendo nx ad ambo i membri dell’ equazione, sarà 
x’ -{■ nx ~ an [C] 

Ed a’ membri di questa aggiugnendo ancora '/^n' , risulterà 
x’-f. nx -p ‘/in' = an -f ‘/^n' [D] 

Indi estraendo da ciascun di essi la radice quadrata , sarà 

X + V.n = ± V («» + [E] 

E togliendo di comune 'An , resterà 

^ — ’/.M ± V ( «« + ■/."* ) [F] 

Dal quale risultamento [F] ottiensi con cammino retrogrado 
la seguente 

Din. E ssendo x := — y,;i ± \/ ( a,i + •/;«’ ) [F] 

sarà aggiugueudo di comune '/.« 
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X + '/.rt = ± V ( «« + ‘An’ ) [E] 

£d elevando quegli due membri a quadralo , sarà 

x’ -|- nx -|- 'All’ = an 4- ’A»’ [D] 

Sicché logliendodi comune •/jn' , reslerà 

x’ wx = art [C j 

E di nuovo togliendovi nx , si avrà 

x' = an — nx = n ( a — x ) [B] 

£ quindi , per la 7. El. V , sarà 


x' :a’ — ax :‘.{a — x)a:(a — x)rt::n:a [A] 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

PaiNCipio. 

491 • E volendo ordire al precedente problema 
una dimostrazione sintetica , converrà prima geo- 
metricamente costruir le radici dell’ equazione cui 
si è pervenuto analiticamente risolvendolo ^ e poi 
salire all’ equazione , e da questa alle condizioni 
del problema , riducendo in sintesi que’ retrogradi 
passaggi , cbe nell’ istituir l’ analitica dimostrazio- 
ne converrebbe praticare. 

Din. Volendosi occultare le tracce analitiche della solu- 
zione di uu problema geometrica, converrà costruirlo, e poi 
mostrare la verità della costruzione , o per mezzo di retro- 
gradi passaggi delia delta analisi , o per mezzo di operazio- 
ni sintetiche ad essi corrispoudcnti . E dee quindi l’ anali- 
sta non solo aver distinte , e familiari le costruzioni geome- 
triche delle espressioni analitiche; ma esser benanche versa- 
tissimo ne’ ripieghi sintetici in bene , e rigorosamente di- 
mostrare. 

4U2. Trarremo un esempio , per vicppiii convalidare ciò 
che si c detto , dalla 
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Composizione ceohetiiics del pbcc. peoblema. 

CosT.Si prolunghi la CA in D [ flg.i2. ] , sicché AD pa> 
reggi n , e sulla CD si descriva il semicerchio DGC , nel 
quale si tiri dal punto A la semiordinala AG. Finalmente bi- 
secata la DA in F, si unisca FG , e col centro F, intervallo 


FG descrivasi 1’ arco circolare GB , che segnerà nella data 
CA il richiesto punto B. 

Dim. Poiché la FB pareggia la FG [F , E] 

si avrà , prendendone i quadrati , 

FA- + AB- -t- 2FAB = FA* + AG- [D] 
c togliendone di comune FA' , e ponendovi DAC per GA' , 
e DAB per 2FAB , sarà 

AB* -F DAB = DAC [C] 

Onde di nuovo togliendovi DAB , resterà 

AB* = DAC — DAD = DA.BC [B] 

E per la 7. El. V. sarà 

AB* : AC.BC DA.BC : AC.BC , 
cioè AB’ : ACB :: DA : AC [A] 


493. Dalla proposizione precedente , e dall’ esempio ad- 
dottone in chiarirla potrà rilevarsi la seguente altra 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

PaiNciPio. 

4q 4> Una dimostrazione analitica si converte in 
geometrica , quando alle espressioni algebriche di 
quella si surroghino grandezze geometriche loro e- 
quivalenti , e Inequazioni , che quivi succedonsi , 
si riducano iu analogìe > o in altre verità , che le 
contengano. 

Din. La verità dì questo principio può aversi per intuiti- 
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Ta , quando si accordi , come si è praticato nell’ nltimo ca- 
po del libro I. , che le grandezze analitiche sica riducibili 
in geometriche , e che ogni equazione possa cangiarsi in 
analogia . £ solamente converrà aggiungere , che per tal uo- 
po debbano essere familiari all' analista le anzidelte trasmu* 
tazioni. 

495. Cor. E di qui s’ intende, come poi una dimostrazione 
geometrica possa convertirsi in un’ altra che sia analitica y 
e quanto vi si richiegga per ciò fare. 

rnorosizioKE xl. 

PniNCipio. 


496.Ma se vogliasi puntualmente seguire quanto 
nel precedente priheipio è prescritto , le dimostra- 
zioni sintetiche vi riuscirebber talvolta assai lunghe, 
e tormentose. Sicché per recar loro 1 ’ eleganza , ed 
una comoda intelligenza , gioverà colle seguenti re- 
gole prepararne le suddette riduzioni. 

Cioè 

/. In luogo de valori deW ignota x csibiscansi quelle rette 
alle quali il problema si riduce. 

II. Le equazioni , che succcdonsi nella di lui risoluzione si 
convertano in analogie. 

JII. E queste si trasmutino convenevolmente in egualità di 
rettangoli : e si vada scorgendo , se tale ugtiaglianza si pos- 
sa rilevare per altra via , diversa da quella che F analisi del 
vrohlema ne ha somministrata. 0 pure si stacchi dalla dimo- 
strazione prcmettcndovela come lemma. 

IV. 0 finalmente si useranno tutti quegli altri artifizi , che 
r esercizio , e la sagacia del geometra saprà rinvenire all uo- 
po ; e che a regole generali non possono ridursi. 
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TROPOSIZIONE XLI. 


Fbincipio. 

497. Non potendosi ne’ problemi di terzo , e di 
quarto grado passar geometricamente dalle radici 
air equazione , come ne’ problemi piani riesce a- 
gevole il farlo , gioverà rimontare alle condizioni 
del problema dalla combinazione delle due locali , 
geometricamente, e con retrogrado passo dimostran- 
do quello, che si è operato analiticamente nel rin- 
venirle, e combinarle. 

Din. Se le equazioni cubiche si sciogliessero completan- 
do il cobo del r membro , come dal render completo il di 
lui quadrato risolviamo le quadratiche , si potrebbe geome- 
tricamente , ed in agevol modo passar dalle radici all’ equa- 
zione , c da queste poi ascendere alle condizioni del pro- 
blema . Ma tult’ altro n’ è 1’ artifizio , che 1’ arte ne prescri- 
ve . Poiché le radici delle equazioni cubiche , e biquadra- 
tiche si prendono combinando due curve coniche , che l’ in- 
troduzione di una nuova indeterminata nell’ equazione fina- 
le ha prodotte ; e perù siccome interrotta rimane la catena 
dell’ analisi del problema fino a pervenire alle radici che vi 
soddisfano , così del pari interrotto n’ è il cammino retro- 
grado per giugncrc da queste all’ equazione , d’ onde si po- 
' trebbe poi pervenire a verificar le condizioni del problema: 
Quindi non è che dalla combinazione delle locali , che of- 
frono le radici dell’ equazione , che può pervenirsi alle con- 
dizioni suddette , e nel modo indicato in questo principio*. 

* Qutif Mimn conttgutnza vtmi con apposito esempio dilucidalo 
net lib. I. della Par!. //. 
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PROPOSIZIONE XLII. 

Principio 

498. Spesso non è agevol cosa dalla composizio- 
ne di un problema indovinarne I’ analisi geometri- 
ca di esso : massimamente se il geometra, che l’ab- 
bia trattata, sia un gran sintetico, ed insiem proc- 
curi celarne ad altri l’ euristiche sue tracce , come 
gli antichi solean fare *. 

Bisca. Se la composizione di un problema marcasse pon- 
tnalmente, ed in ordine retrogrado I’ analisi di esso , il rac- 
corre questa sarebbe agevol cosa. Ma spesso addiviene , che 
la sua dimostrazione facciasi per assurdo ; ch’ella rendasi piii 
corta , e spedita col premetterle uno , o più lemmi ; che 
per renderla nitida , ed elegante si cangino talvolta le a* 
nalogie in egualità di rettangoli ; che a fin di evitare un so- 
verchio numero di proporzioni , ed uguaglianze facciasi uso 
di altre verità geometriche , o con altro artifizio ella si gui- 
di a fine. £ non sarà in tal caso agevol cosa dalla composi- 
zione di tal problema V analisi di esso rilevare ** . 

PROPOSIZIONE XLIII. 

Principio. 

499. Se un problema sìa proposto in un corso di- 
dascalico , siasi questo elementare, o pur sublime, 
l’eleganza della sua costruzione dovrà ripetersi dal 


'In ciò Ira'modemt ti tono grandemente ditlinti il Newton , « tVgenio. 
" Questo principio , com' i e/iiaro, inverte, la prop.40. f§.49SJ , 
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facile riducimento a’ problemi, che il precedono, e 
dalla nitidezza in dimostrarlo. 

Ma se tal problema sia recato iu un opuscolo , o 
in qualche trattato di diverso argomento , sarà lo- 
devol cosa il risolverlo col solamente ridurlo a qua- 
lunque degli elementari , o de’ precedenti ad esso. 

Finalmente s’ ei sia destinato alla pratica , con- 
durrà farlo dipendere da problemi di facilissima co- 
struzione . 

Dim. Una scienza , cui s’induca una rigida forma didasca- 
lica , vien destinata a farn’ intender chiaramente, ed in age- 
vol modo le verità , che vi si propongono , e le operazioni 
quivi prescritte . Da cotesti due fini deesi ripetere il nesso , 
e la dipendenza delle sue parti ; ed in ciò la sapienza rilu- 
ce dello scrittore. Ma se qualche probleoia vogliasi alla sola > 
pratica destinare, o proporlo in qualche operetta per uri prinr 
cipio di altre operazioni ; da questi altri fini, e giusta le re- 
gole di questa proposizione dovrà valutarsi I’ eleganza del- 
la soluzione. In fatti , se cerchisi di praticamente bisecare 
una retta data , si otterrà l’ intento col descriver due cer- 
chi, che abbiano per centri gli estremi della retta data, e per 
intervallo la sua lunghezza , e con condurvi una retta tra le 
sezioni loro . E sebbene questa soluzione sarebbe più breve 
dell’ Euclidea , che si fa dipendere dalla formazione di un 
triangolo equilatero , e dalla bisezione di un suo angolo ; 
pur nondimeno la sua dimostrazione ne verrebbe più lunga. 

E lo stesso in altri problemi Euclidei si può benanche os- 
servare. Su di che giova intender le seguenti cose. 

Soo.Def.vii. Una dimostrazione si dirà elegan- 
te, s’ ella per agevoli , e chiare vie c’ induca ad as- 
sentire ad una verità proposta. 

51 .Co*. E quindi in una dimostrazione , perchb si di- 
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a elegante , non vi debbono essere nè salti di ragioni , 
nè inviluppi di metodi , e nè tampoco ella dee esser grave 
di principj soverchi , o con soverchio scrupolo preparati, 
ed onusta di corollarj. 

5o3. Def. vili. La sapienza geometrica consiste 
nel dimostrar con massima eleganza le verità , che 
si propongono . 

I sei libri piani di Euclide sono il modello di cotesta 
geometrica sapienza ; e niun de' moderni si è fidato di e- 
mularla*. I Ramisti rammassando le verità geometriche in 
un discorso continuato non hanno fatto altro, che ordinar- 
ne le materie , ma ne hanno tolto il geometrico rigore , 
e r eleganza ; e quegli altri , che hanno serbato ne’ loro 
scritti le forme Euclidee , ne hanno reso i teoremi onusti di 
corollaij , e talora vi hanno peccato benanche nel definire . 
£ se lice volger lo sguardo a’ sommi uomini, potrà dirsi, che 
Cristiaiio Wolfio sia stato un prodigioso definitore di termi- 
ni , ma non del pari dimostratore di verità geometriche . 
Che il cav. Newton , il quale valea pià di ogni altro nel 
dimostrare ed inventare , non siasi carato di scrivere con e- 
leganza i sublimi prodotti dui suo ingegno . Che 1' Eulero 
tutto che abbia elegantemente definito, e dimostrato in im- 
mense opere matematicho , pur le abbia tese assai gravi co’ 
molti eaempj , e corollarj . 


* Si potrà riltoan dalla pag. ni. del discorso preliminare a’ nostrìr 
Elementi di Euclide la ragione per la gitale l' autore jiil si limiia>a tu. 
a primi sci libri di «mi. 
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Principio. 

5o3 .Un problema geometrico , che siasi guidato 
a fine analiticamente, se non sia costruibile, non do- 
vrà tenersi per risoluto. 

Dtn.Queslo principio è consegnenza della catara , de’pro- 
blemi geometrici, e ben si rileva ancora da molte veritb spar- 
se io questo capo*. £ giova notare, che il Cartesio non mirò 
nella sua Geometria , che a costruire i problemi . Di fatti il 
libro r. di questa insigne opera riguarda la costruzione de’ 
problemi piani : e nel 11° egli apparecchia la materia per la 
composizione de’ problemi solidi , di cui tratta diffusamen- 
te nel lir. 


Fine del libro terzo. 


* ytjgati anche <v2 proposito ciò che n' i stalo detto nelt introduzio- 
ne a questo capitolo ( §. 4H1 ) , e nelle note 13 e tS al prospetto iella 
presente opera. 
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APPENDICE 

AL LIBRO III. 



RiSOtCXIONB de’ PBINCIEALI VnOBLBHI , CHE APPABTENGOnSI 
AL LUOGO BI80LDT0 DEGLI ANTICDI. 

504. Gli esempj , cbe saggiameote spargonsi in aa corso 
didascalico, gli dan più luce, eh’ ei non riceva da’ precetti in 
chiara forma capessi , e dichiarali . Io dunque per tal ra- 
gione erami proposto di qui rammassare alquanti geometrie^ 
problemi , risolvendone alcuni di essi coll’ analisi moder- 
na , ed altri con quella delle antiche scuole . Ed affinchè es- 
si non'vi formassero , come il piu delle volte interviene, u- 
na rozza mole , e disgregata , ho stimato convenevole or- 
dinarli secondo le famiglie de’ problemi , che apparteneansi 
al Luogo risoluto degli antichi *, e recar loro le più venuste 
soluzioni analitiche , e geometriche ; come ne’ seguenti ca- 
pitoli eseguo **. 


* NMa prima delle dùsertasioni , che compiono il voi. I. degli Opu- 
scoli , pili volle cilala , daremo una distinta notizia di un tal Luogo , 
tniiicandoM sulle orme di Pappo la sua divisione , i libri che il compo- 
nevano , ed il loro ordinamento ; da che rimarransto vieppiù rischiara- 
ti quegli argomenti , che n<’ seguenti capitoli V autore ne accenna , trat- 
tandoli a tuo modo . Da essi abbiamo però tolto quello riguardante i pro- 
blemi Tactionum , per formarne (come i stato promesso nel manifesto , 
ed indicato ancora nella nota 2“ al prospetto della presente opera) insie- 
me ad altri argomenti affini , il voi. III. dogli Opuscoli matematici. Ed 
il ripetiamo qu\ aricora , che principalmente questi tre primi volumi 
di Opuscoli sono di compimento al presente trattalo ddl lovooziono 
geometrica. 

** Cih non toglie , che noi recassimo in /ine del preienle trattalo 
quell' esercizio di problemi , che abbiamo prometto a pag. un. della 
prefazione ad etto. 
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CAPITOLO I. 

Di’ rioBLEn , die diceansi baoii anticii 

MTEUaifÀTÀX SZCTlOtnS. 

505. ToUi questi problemi , che possono esser ben mol- 
ti *, ù riducono ad un solo, e generalmente espresso ne’ ter- 
mini seguenti : 

Data una retta divisa in uno, o più punti } di- 
viderla in un altro punto , sicché il rettangolo del- 
le interposte tra questo punto , e tra que' dati, o il 
quadrato di una di esse stia al rettangolo di altre 
simili parti in una ragione data^ 

PROPOSIZIONE I. 

nOBLEMA. 

506. Data la retta AB [fig- 1 .] divisa nel punto Cj 
dividerla in un altro punto P , sicché il rettangolo 
di AP in PC stia al quadrato di PB nella data ra- 
gione della retta M all’ altra N . 

SoLDZIOIfB ANALITICA. 

507. Pongasi l' intera retta AB =s a, e ’l dato segmento 

* Veggati Pappo, nella pr$f aziono al lib. VII. Colleetionum mathem. ; 
la iioKra disiertazione sull’Analisi degli antichi più volle citata-, eprin^ 
cipalmente lo sviluppo che fa di tal probkvaa il Simeon nella sua elabo~ 
rata de' libri de Sectione determinata ( Opera reliqua ee.); 

da ove ciascuno potrà trarre i particolari problesni compresi in quel gO' 
nerale , ed <s:rcitarsi in risolverli , prendendo a modella quelli ehi it 
Pergola ha qui recati. 
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ir, 5 

CB c= £ , l’ ignota parte PB — x . Sarà AP c= BÀ — Bp 
= a — a; , e PC = CB — BP —b — x. Ed indicando per 
m , ed n le reapetlive rette M , ed N , sarà per la condizio' 
ne del problema 

AP.PC : PB* m : n 
cioè ne’ loro simboli dovrò essere 

(a — x^b — a;) : a:’ :: »i : n , 
o pur distendendo V indicata moltiplicazione 

ai + X* — (a + i) X : X* ra ; n. 

Dunque dovendo il prodotto de’ termini medj di quest’ ana~ 
logia pareggiar quello degli estremi , avrassi 

= ai + X — (a + £)* ■ 

n 

Cioè riducendo la x* nel 1* membro dell’ equazione , e facen- 
dovi per brevità di calcolo a-f-£ — A, ed m~n=:r, sarà 

= — Ax, 

n 

. . nh abn 

o sia * + — X = 

r r 

Si risolva dunque cotest’ ultima «juazione, e sarò finalmente 



di cui eccone la 

Geometbica costedziong. 

Facciasi 2r ad n , cosi A ad una quarta RQ [ fig, 2. ] ; 
e similmente r ad n , cosi b ad un’ altra retta T . E poi si 
prenda QS media proporzionale tra le due rette T ed a . Ciò 
posto si formi il triangolo rettangolo RQS, che abbia per ca- 
teti le rette RQ , e QS , dianzi esibite . E sulla retta data si 
tronchi BP uguale alla differenza del cateto RQ dall’ ipote- 
nusa RS di detto triangolo . Sarà il punto P quello , che si 
cerca nel problema precisamente *. 

* Cioè tteonio ila rrnmeiato. 
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E se poi la GB si distenda in p [{lg-'1,e 2.], sicché sia Bp 
uguale alla somma del cateto RQ , e dell’ ipotenusa RS ; 
quest’ altro punto p sarìi soddisfacente ad un problema affi' 
ne . Cioè si troverà esser benanche 

Ap.pC : pB’ : : m : n 

La dimostrazione potrebbe ordirsi analìticamente risalen* 
do dall’ nllima dell’ esposte equazioni alla prima di esse , o 
all' analogia prescritta nel problema . 

Ma ccconc su di ciò altre ricerche . 

Anma bisoluzione del medesimo pboblema. 

508 .Per la condizione del problema si è detto essere 
ab + x' — {a -j- b) X •. x' :: m in. 

Dunque sarà dividendo 

ab — hx :x' ::r : n. 

Ed essendo , come 1’ è chiaro , 

ab — hx =h — X ^ 

si faccia la data ragione di r ad n uguale a quella di A ad 
un’ altra k , sarà 

£ quindi sviassi 

Cioè risolvendo quest’ equazione in analogia , sarà 
ab 

X : X X i k. 

£ componendo 

^ : X X + k : k. 

A 

Dunque le due rette a; , ed x -f ^ hanno per differenza la 
data k, e sono reciprorhe alle due date k, ed ^ ; e con ciò 

ri 

sono investigabili per gli ffementt piani (^.14 ). 
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ELEGANTE SOLUZIONE GEOMETRICA DI DETTO PROBLEMA. 

509. So di AC [flg-3-] si formi il semicerchio ÀFC , cni 
intendasi tirata la tangente PF dall’ ignoto punto P, la quale 
incontri in H la 6H perpendicolare alla BC dal punto B . E 
poi si prenda la retta Q media proporzionale fra le date M , 
ed N . Sara APC , o PF’ a PB’ , come M ad N ; cioè pren- 
dendo le loro sudduplicate PF : PB :: M : Q . Ma , unita 
la FG , il triangolo GFP , è simile all’ altro PBH ; onde sta 
PF : PB :: GF : BH . Dunque starà pure M : Q :: GF : BH. 

Se dunque dal punto B si elevi a BA la perpendicolare 
BH , che sia quarta proporzionale dopo le tre retto date M, 
Q , e GF , e per H si meni HF tangente al dato semicerchio 
AFC, il punto P sarà il cercato . 

510. Cor. Se si proponesse a divider la retta AB , già di- 
visa in C [ Pg. 4.] sicché stia ACx CP : PB' m : n • co’ 
medesimi simboli del precedente problema potrebbesi risol- 
ver quest’ altro più facile di esso , ottenendosi 

(o — i) • *’ J 

Da questa analogia può trarsene I’ equazione finale , eh' è 
costruibile come quella del detto problema. 

511. E se vi si voglia ottenere una soluzione riducibile io 
sintesi , com’ è la seconda delle tre qui sopra esibite , potrà 
porsi la data ragione di m ad n uguale a quella di a — b ad 
una quarta g ; e di.slendcudoDC l' analisi geometrica nell’ i- 
stesso modo si avrà 

(a—- i) (b — x);a:’:;(a — b):qv.(a — /;) (A — x):q (A — a:) 
Dunque sarà x' = q {b — x) 

e quindi A — x : x :: x : q 

e componendo A : x :: x q : q. 

E saranno le due rette x , ed r -f- determinabili ugualmen- 
te , che quelle della 2“ soluzione ($.5U8.). 


20 
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PRODLENA. 

5 1 2. Data la retta AB [ divisa ne’dae pun- 
ti C,D dividerla in altro punto P j sicché stia ACP 
a BPD in ragion data , cioè come AG ad AO. 

Soluzione analitica. 

513. Pongasi AC = a , BC = 4 , CD = c , CP = i , 
BP = 4 — X , PD = c — X , AO = n. Ed essendo per la 
condizione del problema 

AC.CP : BP.PD AC : n 
saia ne' loro simboli corrispondemi 

flx : ( 4 — ^ ) ( c — X ) : n :: ox ; nx 

e quindi si avrà pel problema 1’ equazione semplicissima 
x’ — (4+c-f-«)x + 4c=o 
cioè x’ — px-J- 4c = o 

di cui o se ne costruiranno le radici dopo averle con l' ov- 
via regola assegnate , o pure si costruirà a dirittura essa *. 

Soluzione geometrica. 

5 14. Dovendo essere 

ACP : BPD :: AC : AO ACP : AO.CP, 
sarà BPD = AO.CP. 

E quindi BP ; CP AO : PD. 

E sarà , paragonando gli antecedenti alla loro somma co* 
conseguenti ** , 

BP : BC :: AO : AO + PD. 

Ala in questa proporzione sono dati i termini medj, ed è pur 
data la differenza degli estremi. Dunque il problema resterà 
risoluto . 

• Yegg.U§.14Mb.ì. , t la nota corrispondente. 

** Cioè invertendo , componendo , e di nuovo invertendo . 
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PROPOSIZIONE III. 

PJIOBLEItA. 

515. Data la retta AB divisa ne’ punii 

C , D ^ dividerla in un altro punto P, sicché stia il 
rettangolo APC all’ altro BPD nella ragion data di 
m ad n. 

Soluzioni analitiche. 

516. Facciasi AB — a, BC = 6, DB = c, e BP = x. Sa- 
ranno AP = a — X , PC = BC — BP =z b — X , DP = DB 
— BP = c — a; ; e quindi 

APxPC = (a— r)(6 — i) 
e DP xPB = (c — x)x. 

Ma per la condizione del problema dee essere 

ab x' — ( a -p i )x : ex — :: m ; ri. 

Dunque moltiplicando i termini estremi di quest’ analogia , 
ed i medj rispettivamente , avrassi 1’ equazione finale del 
problema, che potrà con le ovvie regole ordinarsi ; c poi ri- 
solversi , e costruirsi , come nel primo problema . 

517. £ se piaccia prepararne l'addotta soluzione ad una 
geometrica composizione si dovrà soggiugnere , che compo. 
nendo debba essere 

ab — (a -|- 6) X -p ex : ex — x’ m -}■ n ; n. 

Intanto facciasi m -\-n\n v. a b — c ad una quarta q ; c 


fattosi pure ■ • ■ = h , sarà 

V — c 


(«+*— c)| 

> ab 
— e 

— x^ ; ex — x’ :: — e : q 

c)| 

f ab 


— c 

Cioè s.'irà 

ex 

— x' = q {/t — x) ^ 
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Ed in analogìa dovrà essere 

c — X : h — X q X 
Quindi convertendo 

c — X : c — h'.: q : q—~ X . 

Per la qual cosa le rette c — x , e q — x hanno per diffo- 
renza c — q,e sono reciproche alle date c — A , e q. 

SoLCZIOnE GEOHETBICA. 

518. Sulle date rette AC , DB [ flg. 6. ] si descrivano i 
semicerchi ALC, DMB respettivamente . E dall’ ignoto pun- 
to P intendasi tirata la FL tangente al primo de’ delti se- 
micerchi , e la FE ordinata nell’ altro. Ed oltre a ciò la ret- 
ta FE suppongasi prodotta in H , sicché stia EHF : GL’ 

n : m ; ed in fine si congiunga la GH . 

Ciò premesso, dee essere, per la condizione del problema, 
APC : DPB :: m : n. Dunque, prendendo i quadrati di PL, 
e di PF respettivamente uguali a que’ rettangoli , sarà pu- 
re PL’ : PF ’ :: m : n. Ma precedentemente si è supposto 
GL’ : EHF :: m : n. Quindi per la i2. El. V. dovrà stare 
GP’ : PH’ ;; m : n. E quindi GP a FH in sndduplicata ra- 
gione di m ad n. Per la qual cosa essendo data la ragione 
de’ cateti del triangolo rettangolo GPH , sarà dato 1’ angolo 
PGH fatto al dato punto G della GB ; e sarà poi data d « 
sito, e di grandezza la KM. Ma il rettangolo KHM, o il sua 
uguale EHF è ancor dato , per avere una ragion data al 
dato quadrato di GL. Dunque saranno date le due rette KH, 
ed HM , che contengono un rettangolo dato , ed hanno una 
data differenza . Ed abbassando dal punto H determinalo 
co’ principj del libro I. ( §-14. ) la perpendicolare IIP sul- 
la BA , avrussi il richiesto ponto P. 

A L l T BR. 

519. Le due rette AC , 6D [ flg-7. ] si dividano per metà 
ne'puuliO,V, c si prenda la r media proporzionale tra le due 
rette m ed if. In oUre elevala alla DB dal punto B la perpeu- 
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dicolare BE s* inclini da V sulla BE la retta VE , quarta 
proporzionale in ordine alle tre rette m, r , ed OC. Si com- 
pia il parallelogrammo BF , e da F s’ inclini alla BA la retta 
FI , che stia ad IO come r ad m , lo che può farsi agevol- 
mente * . Dico il punto I esser quello che si richiede. 

Diu. D quadrato di FI pareva la somma de’ quadrati di 
FV, e di VI : el quadrato di VE è quanto la somma de’qua- 
drati di EB , e di BV • Dunque la differenza de’ quadrati di 
FI , di EV è quanto quella de’ quadrati di VI , e di BV 
( essendo ugnali i due di FV , e di EB ) , cioè quanto il 
rettangolo BID • Ciò premesso sta 01* : IF’ ;; m : n, per 
costruzione ; ed è anche OC* : VE’ m : n . Dunque sa- 
rà , per la 19. El. F. t m : n ;; 01* — OC* : IF* — VE* 

Aie : BID . 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOBBIU. 

4ao.TuU’ i problemi , che dagli antichi diceansi 
determinatae sectionis , sono generalmente riduci- 
bili alla seguente analogìa 

a' -i- bx +x* i h' + kx + x' :: p : q. 

E questa riducesi a ritrovar due rette » che sien 
reciproche a dile date, e che abbiano una data som- 
ma , o una data difièrenza. 

Dim. Pabtb i. Cotest’ analogia nella massima generalità 
concepibile ha la seguente forma 

ttt f* 

q. -b — x' ; V* -f Ja: H x' : 9 • 

n i 


Ttgjiui la Geometria di aito porle /. §198. 
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E questa per le opera? iou' algebriche può senipUcificarsi nel 
seguente modo 

fi\m fit y t \ r T / 

Goè in 

+m^ + * :_ + -z + x - — • — ■ 

fìl P% ’ r r %, tm 

Se dunque porremo 

abrasesi la proporzione proposta nel teorema. 

Paktb II. Ed eseguendo la divisione di ragione nell’ana- 
logìa proposta in questo teorema , sarà 

a» _ A* +(6— A)x : A'-f fcc+x’ — q :q 
Intanto si ritrovi la retta /‘quarta proporzionale dopo le tre 
rette b — k, o-/-A,eda — A, onde sarà a' — A’ = 
A) . E r altra retta g sia anche quarta proporzionale 

in ordine alle tre p — 9 > 9 > ® ^ ^ 

*)x : A*+fcr +x’ :: b—k : g :: (6—*) [f+») ■ 9(/+*)* 
Ma il 1* termine di quest’ analogìa è uguale al terzo . Dun- 
que sarà il secondo uguale al quarto , cioè 
A’ -f- Ax -]r x’ =gf+gx , 

cioè *’ + (^ — g) ^ ~ df ^ 

Ove facendo eh = gf: e risolvendo in analogìa quest’ ultima 

equazione avrassi. 

X k — g e — h :: h : X 
Ch’ è la riduzione indicata nella 2“ parte dell’ cnuaciazio- 
nc del presente teorema. 
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CAPITOLO li. 

SOLDZIONI db’ FBOBIEMI DETTI D\ APOLIOMO 
VE SECTIOKE KJIlOIflS , ET DB SECTIONE SPATI/. 


521 . Qual sia lo scopo di questi due problemi ben si ri1e> 
Ta da’ loro due temi , eh’ io qui soggiungo immantinente . 
Ciascun di essi n’ è risoluto in due guise , cioè per le alge- 
briche guide de’ moderni , e poi coll’ analisi geometrica de- 
gli antichi . E queste geometriche risoluzioni sono assai a- 
gevoli , 0 ben diverse da quelle , che leggonsi in una ela- 
borata opera del sommo llalley su tale argomento *. 

PROPOSIZIONE V. 

FROBI.EIIA. 

5 a 3. Dato di posizione il punto P ] * e le 

due rette CA, CB terminate ne’ punti A , B j con- 
durre da quel punto su queste rette l’inclinata PDE, 
che da esse ne ascinda verso di que’ punti A , B, le 
parti AD, B£ in data ragione . 

Soluzione analitica. 

523. Dal dato punto P conducasi la PG parallela alla data 
retta AD , che incontri la BC in un qualche punto G. Saran- 
no date di grandezza le due rette PG , GG , e 69.) . 
Sicché potrà porsi PG = b , ÀC = a , GC = c , CB = e , 

* ApoUonii Porgati de Sectiono ralionis lib. II. , ex arabico MSS. la- 
tine versi , et de Sectione spatii lib. II. restituii . Veggati pure , su ta- 
li libri , che formavano il tecondo e terzo anello del Luogo risoluto , la 
noilnu prima dieteriazione nel voi. I. degli Opuscoli. 
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e l’ ignota CE =s x ; onde sarà EB = e — x , GE = c + 
£d essendo poi , pe’ triangoli simili GEP , CED , 

GE : CE :: Wì : DC 
sarà ne’ loro simboli 


c +x ; X J : DC 

òx tfX 

onde sarà DCs: , e quindi AD sa AC — CD=o— — — 

c + X ’ c+x 

E dovendo essere per la condixione del problema AD a BE in 

nna ragion data , che dinotisi per quella di m ad n ; sarà ne’ 

simboli di tali termini 

hx 

a : e — x m; n . 

c-\-x 

E ridncendo quest’ analogia in equazione avrassi 

hx m, . 

a = — (e— x) 

C + X « 


cioè ac -i- (a — h) X =: -^c “ (c + • 

E quest’ ultima equazione , che è del 2* grado , può ordi- 
narsi, e risolversi pe’ precetti dell’ Algebra volgare , e qmn- 
di poi geometricamente costruirsi *. 

Analisi GEOMETBica oblio stesso paosLEna. 


524. Si meni dal dato punto P la PG parallela alla DC , e 
poi si prenda sulla stessa PG la PK, sicché stia m : n :: PG 
: PK , (per m : n esprimendo la ragion data) . Ed oltre a ciò 
facciasi m : n AG : BH.E supponendo esser PE la retta ad- 
dimandata , dovrà essere , per la condizione del problema 
m : H ;; AD : BE. 

£ sarà quindi , per la i9. El. V. , 

m ; n :: DC : EH :: GP : PK. 

Ciò premesso , pe’ triangoli simili GEP, CED sta 
GE : GP :: CE : CD. 


* 0 puri potrà eoitrvini senza rtsolveria ( §§. iTt ,t H.) 
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E si è qui sopra dimostrato essere 

GP : PK :: CD ; EH . 

Dunque sark , ex aequo , 

GE : PK :: CE : EH, 
e dividendo stark poi 

GE— PK:PK;:CH:EH. 

Ma in quest’ analogia son dati di grandezza i termini medj 
PK , CH , e n’ è anche data la differenza degli estremi , cioè 
GE, — PK— EH=GH — PK , Dunque sarà noto il punto E, 

(S- <*•) 

PROPOSIZIONE VI. 

PBOBLEMA. 

5ì5. Date le medesime cose del problema prece- 
dente j condurre dal punto P la PE [J'.io.], sicché 
sia dato il rettangolo delle parti AD, BE, che que- 
sta ne tronchi dalle rette date AG , BC , e verso 
de’ dati punti A , B. 

Soluzione analitica. 

Ritenendo i medesimi simboli del problema precedente e- 
sprimasi per A’ l’ aja data di quel rettangolo ; si avrk, per la 
condizione del problema , 

AD.BE = A- , 



E moltiplicando per c+x quest’ equazione avrassi 1’ altra 
(oc + a* — 6x) (c — ®) = A* (c + *) , 
eh’ è di 2* grado al par di quella del problema precedente , 
e può facilmente ordinarsi , risolversi , e geometrieamente 
poi costruirai *, 

• E potrdbe aneora tseguirtent la costruzione senza risolverla , co- 
me rileeasi da’ §§, 47i ,i4,e nota a queste . 
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Analisi geometrica del medesimo frodlema. 

526. Dal punto P condneansi le due rette PG,PT rispetti- 
Tamente parallele alle due date AC,BC.Si congiungalaPA, 
ed ella protraggasi finché incontri la BC in Q. In olire sup- 
pongasi esser la PE la rella addimandata : e ’l rettangolo 
dulie parti AD , BE , che vi dee esser dato , si ponga ugna- 
le a quello della data AT in un’ altra GB (J6.EI. T/.). 

E poiché SODO simili i due triangoli APT , PQG , dovrà 
essere 

AT ; TP PG : GQ. 

In oltre , per gli altri triangoli PDT , GPE anche simili tra 
loro dee stare 

TP : TD :: GE : PG. 

Dunque per egualità perturbata saià 

AT : TD GE : GQ , 

Ed invertendo 

TD : AT :: GQ : GE 
£ finalmente , sarà componendo , 

AD : AT :: EQ : GE. 

Ma per la supposizione fatta precedentemente , cioè che 
debba essere 

AT.GR=AD.BE, 
é AD : AT :: GB : BE 

Dunque sarà pure 

EQ : GE :: GB : BE 
e per la 12.EI.V. dovrà risultarne 

EQ+GB:GB::GB:BE. 

Ma in quest’ analogia sono dati i termini medj , cioè le rette 
GB, GB, e gli estremi hanno per somma la data BQ -p GB. 
Dunque vi si farà noto il punto E (§.14.). 
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i 

i 


527. Tutt’ i problemi sulle inclinazioni a quest’ indagine 
generale si riducono , cioè : 

Date due linee qualunque , applicare in mezzo 
ad esse una retta data , che distesa passi per un 
punto dato . 

Noi qui scioglieremo solamente i problemi piani di tal ri- 
cerca indicatici da Pappo , e risoluti con geometrica divina- 
zione da Marino Ghetaldo * . 

PROPOSIZIONE VII. 

PROBLEMA. 

538 . Dato il semicerchio ANC [Jìg. 1 i]j e la ret- 
ta NDiperpendicolare al suo diametro ; applicare 
una retta data tra la circonferenza e la NL , sicché 
distesa passi per 1’ estremo A del diametro. 

SOLEZIORE GEOMETRICA. 

529. Suppongasi essere All la corda addimandata , sic- 
ché l’ interposta KH pareggi la data retta F ; e si unisca 
la corda llC. Saranno simili i due triangoli rettangoli AllC , 
ALK aventi di comune l’ angolo acuto A. Onde dovrà sta- 
re AC : AH :: AK : AL . 11 perchè saranno iuvcstigabili le 

* Si rijcoRtri ta diuertan'one più volle citata , nella quale si troverà 
ancor detto dal lavoro più distinto sullo stesso argomento pubhlicalo 
dall Ilorsleg in Oxford nel 177V , col (itelo ; ludinalii.'uum lià. Il . 
lutiluti . 
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3uc AH, ed AK reciproche alle due date AC, AL , ed aventi 
per differenza la data F . 

Scol. A questa soluzione geometrica, che può aversi per 
un caso della prop.6. lib.Ill. ($.416) * è affine la segnento 
soluzione analitica. 

530. Si tiri la corda AN , e pongasi 

AH = x , AN = a , F=c. 

Imperocché per la similitudine di qde’ triangoli sarebbe 
AC : X :: AK : AL 

ed a: X AK = AC X AL = a’ 

e però AK s= — 

X 

£d essendo 

K1I = AH — AK=a:-~ ' 

X 

sai^ per la condizione del problema 

«• 

X = 0 

X 

cioè X* — - a’ = ex. 

Risolvendo la quale equazione avrassi finalmente il duplice 
Valore dell’ ignota x , 

cioè xxz'l% c + V ( + 'A ) 

ed X = ■/, c — V ( “’ + 'A ) 

531 . Di questi due valori il primo è positivo , e 1’ altro è 
negativo. Sicché descrìvendo un cerchio , che abbia per cen- 
tro , e per intervallo il primo de’ detti due valori , avrassi 
nell’ intersezione H il punto addimandato . 

Ma per lo valore negativo dell’ ignota x qual retta dovrà 
assumersi per intervallo , e qual arco dovrà poi segnarne 7 
Eccolo. 

Compiasi il cerchio ANCn , e col centro A [ fig.12. ) 

* Un tal eaio trovati tlfiUivamei^e consideralo nel cor. 2, di essa , 
(S.4/8.) 
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Mtervallo y ( o* + ‘A c’ ) — c descrivasi il cerchio , che 
dovi tagliare 1’ arco An io un ponto h . Qoesto sarà quello 
che si cerca . 

Imperocché la corda AH , eh’ è x , ^ intenda rivolgersi 
intorno ad A, e verso N , si &ià snccessivamente minore di 
prima ; e diverrà zero , quando tal retta rivolgente si trovi 
a diritto con AG. E seguitando a rivolgersi tal retta verso h, 
ogni corda AA sarà — x, come la genesi delle grandezze ne- 
gative il prescrive . E perciò nell’ arco An dovrà applicar- 
si una corda uguale a V (“" + ’Ac) — 'A ® uguale 

ad AK , e sarà l’ interposta hk uguale alla data F . 

Imperocché essendo uguali i rettangoli di HA in AK , e 
di AA in AA, perchè ciascun di essi uguaglia lo stesso qua- 
drato di AN , o di An , ed essendo uguali le AK , ed kk 
per costruzione , saranno pure ugnali le AH , ed AA , e 
quindi le rimanenti KH , ed AA . 

532 . C 0 B. L’interposta KH, come apparisce dal calcolo del 

problema , é uguale ad x ; e (al diviene ancora la 

X 

hk , ponendovi AA =s — x . Imperocché pe’ triangoli AAC , 
ALA sta AC : AA AA : AL , e quindi AA.AA = AC.AL 

s= AN’. Sicché prendendo i loro simboli avrassi AA 
ed AA -f X = * — f_ . 

— X X 

533. Scoi,. Queste cose si sono rilevate per fame inten- 
dere la natura delle radici negative , e quali debbansi dire 
problemi affini , ov’ esse de^ionsi rapportare . Ma di que- 
sto problema eccone un’ 

Ama soLozioms rio’ idonea. 

534. Pongasi [ 

AC = 2r , AB = X , AL = A , e KH = a. 

Povrn essere la retta AH sm V 2nf . Ed essendo pe’ trian- 
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goti simiU ABH , ALK , 

AB : All :: AL : AK , 

«ara x : V 2»’;® b : AK = —\/2rx. 


£ quindi 

KH = AH — AK =^1 — ^^V‘2w- 
Ma tal retta dee essere uguale ad a. Dunque sarà 

— . 2nr = a*. 

£ ponendo per brevità di calcolo a' — 2rh , onde la prece- 
dente equazione risulti divisibile per 2r , si avrà 

o pure *’ — 2hx -f i’ = hx. 

cioè (2A-1-A)a: = — 4’ . 

£ quindi 

j := 4 -1- ■/. A ± V ( ìA + >/4 A’ ) 

Questi due valori della x sono facili a costruirsi , e sono, 
amenduc positivi , 1’ uno però di essi osservasi maggiore di 
4 , o di AL , e r altro n’ è minore . Imperocché essendo 

V. A < V ( + 'U A’) > 

aggiuntavi la 4 di comune sarà 

■AA + 4< V(4A-l-.AA’)+4. 

£ toltovisi d’ ambe le parti il radicale , avrassi 
4 + V,A — V(4A-f- -AA’ )<4. 

£ r un di tali valori x ne somministrerà l’ applicata HK 
dentro del cerchio , l’ altra la ll'K' al di fuori di esso. 


cioè 


c 
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PROPOSIZIONE Vili. 


2T4 


PROBI. F. MA. 


535. Dati i due semicerchi AIC, DGB i3] , 
i cui diametri sieno per dritto ; condurre dall’ e- 
stremoA del primo di detti diametri la segante AIG, 
talché l’interposta III sia uguale alla data retta N. 

Soluzione analitica. 


53G.Sia AG la segante richiesta, su cui cada dal centroO la 
perpendicolare OP. Questa retta dovrà esser parallela alla corda 
CI {31 ■El.Jll-')- Onde la ragione di AI ad IP sarà uguale a 
quella di ÀC a CO, ch e data, e che può esprimersi per m : n. 

Ciò posto pongasi AI a: , IH = N = a , e la tangente 
condotta dal punto A al circolo DGB = c . 

Sarà IP = — 5 HG = — 2o , AH = x + a 

m m 


2rx _ m -f 2rt 

AG =:x+« + — X • 

m m 

E dovendo essere AH. AG = c’ {36.El.III.) 

’ m -J- 2n 


sara 


(a: + „) — a) = c>. 


E dal maneggio , e poi dalla costruzione di quest’ equazione 
potrà ottenersi il punto I. 

Soluzione sintetica dello stesso problema. 


537. Si pratichi la costruzione prcccdcnte.ed oltre a ciò si 
prenda BQ uguale a CD ; si tiri dal punto Q la QF perpen- 
dicolare ad AG: finalmente si faccia come QA ad AC cosi IH 
ad IK . Ed essendo parallele le tre rette Cl, OP, QF, sarà 
CO : OQ IP ; PF , c quindi IP uguale a PF, da cui tolte le 
uguali PII, PG, resterà HI = GF. Ciò premesso, alla ragione 

di QA ad ACè uguale tanto quella di FA ad AI (.2. I /.) , 

quanto r altra di IH ad IK. Dunque sarà {iO^El.V.) 
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<}A ; AC :: GA : KA GA.AII ; KA.AH. 

Ma è dato il rettangolo GAII , come uguale al dato BAD . 
Dunque sarà anche dato l’altro di KA in AH ; ed essendovi 
data la KH, sarà ancor data ciascuna delle AK, AH 
t quindi si farà noto il punto 11 soddisfacente al problema. 

TROPOSIZIONE IX. 

rnOBLERA. 

538. Applicare nell angolo esteriore DCG [^. 1 4 ] 
del dato rombo AG una retta uguale alla data rg , 
« che passi per T angolo opposto A di tal figura. 

Anacìsi gcomctrica. 

Sia BG la retta che si domanda . Pc’ tre punti R, C, G in- 
tendasi descritto il cerchio PGCR , che interseelri la diago- 
nale AC del rombo in E ; e dal punto medio P dell’ arco 
RPG si conducano a’ punti R, C, E, G le rette PR,PC,PE, 
PG . Saranno uguali i due angoli DCB , RPG ; poiché cia- 
scun di essi compie due retti col medesimo angolo RCG. E 
saranno pure uguali gli altri due angoli ECO , EPG com- 
presi nel medesimo segmento ERPG . Ma l’ angolo DCB è 
duplo di RCA , o del suo uguale ECG : dunque sarà benan- 
che 1’ angolo RPG doppio di EPG . Cioè saranno tra loro 
uguali gli angoli GPK, RPK, come son pure uguali , per co- 
struzione i lati , che li comprendono. Onde, perla 4. ELI., 
sarà GK uguale ad RK , e 1 angolo PKG uguale a PRR ; e 
quindi PE un diametro del descritto cerchio , e retto l’an- 
golo l'CE . Ciò posto , essendo equiangoli i due triangoli 
AKE,1H:E, sarà AE : EK PE ; EC. Onde le dire rette A E, 
EL hanno per diUerenza la data AC, c sono reciproche alle 
due date EK , PE , e si possono quindi esibire (§.1 '»). 
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CoHPOSIZIONB CEOMETBiaA.. 

Coste. Sulla data retta rg si descriva il st^euto circolar» 
capiente un angolo uguale al dato RCG ; ed eg sia la corda 
di una metà dell’ arco reg . lo oltre si ritrovino le due ret- 
te AE , CE reciproche alla et; * ^ ed «venti ÀC per differen- 
za 14).E finalmente dal punto E s' inclini alla BG hi EG 
uguale alla eg. Sarà il punto G quello che si dimanda . 

Din. Se la retta, che unisce il dato punto A col punto G 
di già ritrovato, uon abbia la sua parte RG uguale alia data 
rg, intendasi esserne un altro punto M della CG soddisfacen- 
te al problema, cioèla retta AM abbia la sua parte LM ugua- 
le alla rg. Ciò supposto s’inteuda descritto il cerchio pe' tre 
punti L , C, M , il quale dovrà segare la CE in un punto N 
diverso da E ; poiché se la segasse in E , se ne rileverebbe 
£M’ uguale ad £G', eh' è un assurdo. Si dimostrerà col ra- 
gionamento addotto nell’ analisi geometrica dover esser ANC 
uguale ad eg', e con ciò ad AED . Lo cho é un assurdo 

Soluzione a-nalitica. 

539. Dal punte A [l!g.15.'\ si tiri al Iato RC la perpendi- 
colare AT, che cada fuori del rombo ( la soluzione procede- 
rebbe analcgaim ntc , se cadesse dentro ) ; e pongasi 

AB = 13C = a , BT = A , RII = 6 , BIl = a: » 
sarà CIl = x — a) e per la 12. Et. II. si avrà 

AH'= AB' -t BH' 2TBI1 = o* a* + 2/jx. 

Or pe’ triangoli simili ABII, KCll essendo 
AH ; KH BH ; CH 
e quindi AH' ; KH' BH' : CH* , 
sarà , ne’ loro simboli , 

a’ a:' -l" 2hx : b'~ x’ : x* — 2ax -f- u* 

E passando da analogia ad equazione , sarà 

{x* -|- a’)’ -f- 2 (x‘ u']{hx — ax) -j- 4ahx‘ — i’x* 

* Cioè tali che il toro rettangolo pareggi il quadrato della t g. 

" E queeta prccnamente la dimoilrazione indirelta, di cui fu uccco- 
Mto nella noia al §. ■iSS, 
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Ed ag^’iungendo a' due membri di qoesl’cquazione il trÌDomio 
h’x’ -f a’a;’ -f , risulterà , fatte le riduzioni , 

{a.'-{-a')'-\~'ì{x'-\-a')(hx — ax)-\-(hx — ax)' = (t’-fà’+a’-f- 2aA^x* 
Ma il 1 "membro di detta equazione le un quadrato perfetto. 
Dunque estraendo la radice quadrata d'ambe le parti avrassi 
i’ .{- n’ -|- (A — a)x = ± X y (A’ + A’ + a’ -f- 2oA) 
Sicché fattovi \/(A’ -f- A’ -p a’ 2oA) = n , sarà , per tra- 
sposizione di termini , x’ -f (A — a jf.n') x = — a’. 

E quest’ equazione facilmente può risolversi , e costruirsi. 
b.'iO. Con. Su la figura ARCI) fosse un quadralo [/Ì 5 f -/6 ]j 
in questo caso divenendo zero la BT , o sia la A , quest’ ul- 
tima equazione si dovrà nel seguente modo semplificare 
x' — (fl ± ri) X = — a'. 

441. Scol. Sebbene questo problema di sua natura sia 
jìiono, c con principii elementari risoluto , pure 1 ' equazio- 
ne in di’ ci si traduco è biquadratiea , e par che solido il 
dichiari. Il perchè non vi potendo essere una tal contraddi- 
zione tra ’l grado , e la natura di un medesimo problema , 
necessariamente l’ anzidetia equazione dovrà ricevere abbas- 
samento. Ed a ciò fare s’impegnano gli analisti di usare il 
ineludo del Cartesio , e quello delle reciproche equazioni , 
che sono del pari sublimi , ed ingeguosi. Ma perché girne a 
rinvenire cotesta cosa tra’ principii alti , e stranieri, ov’ ella 
s’ incontra nel piano del volgare algorismo ? 

Co.VSIDEnAZIONI SUL PRECEDENTE PROBLEMA , 

E CONSEGUENZE IMPORTANTI DI ESSE. 

542. Dopo le eleganti soluzioni , 1’ una geometrica 1' al- 
tra algebrica, recale di questo problema famoso , tanto nel- 
r antica, che nella moderna Geometria , non istimiamo inop- 
portuno ed inutile alla scienza indicare le principali soluzio- 
ni , che ne sono siate date , sì pel caso del rombo qui in- 
nanzi Irallaln , che per quello più semplice del quadrato ; 
onde possano i giovani riscontrandole , e studiandole , non 
solo ei udirsi nell' arte di risolvere i problemi , ma ancora 
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coBoscere , ed apprezzare la fccondilà de’ melodi , che per 
ottenerle si sono adoperati . Un problema , die ha merìiata 
r attenzione degli antichi, e de' moderni geometri ; che non 
t’ ha opera di questi ove di ricerche geometriche si tratti 
con qualunque metodo , che non lo rechi ; che dà luogo a 
buone, ed importanti regole per riescirc a più elcgaiilciuen- 
te risolvere i problemi col metodo algebrico , merita bene 
una special considerazione , dalla quale trarremo ancor noi 
opportunamente le regole smKìitle. 

5^i3.Prima tra le soluzioni geometriche si presenta l'elegan- 
tissima di Eraclito pel caso d. l quadiato , recataci da Pappo 
nelle prop.70 e 71 del lib. VII. Collect. , la quale fu tenuta 
presente dal Cartesio nel risolverlo col suo melodo,pcr trarne 
la regola, che quando un problema piano conduca ad un equa- 
zione che lo indichi solido , si possa , con un più convenevole 
ttaòilimenlo dell’ incognita , ottener quella in modo più sempli- 
ce*'. indicando ciò avvenire nel caso presente , quando si sta- 
bilisca per incognita la retta al cui rinvenimento tcndesi nella 
soluzione di Eraclito. 

544-Tra’ geometri moderni meritano special considerazio- 
ne, per le soluzioni geometriche, quella di Vgonc d' Omeri- 
que** pel rombo, c l'altra , che, imitando più d’ appresso gli 
antichi, ne diede l'Horsley nella sua restituzione de’due libri 
Jnclinalionttm di Apollonio ; e deve ancor riputarsi assai e- 
legante quella dellUgcnio, che cercò aprirsi nell’ analisi geo- 
metrica una vìa pariforme a quella di Eraclito pel quadrato ; 
che aveva egli già prima recala, dimostrandola a suo modo***. 

* Quod quidem hie rtfero, ut tobii indieem , quod eum problema pro- 
peiilum non est solidum , si quaerend» illud una tiu ad aequalionem 
devenialur tolde composilam, tuoi communiter alia via ad timpliciorem 
aequationtm perreniri postil. ( Ocom. lib. HI. ) 

" Analyiis geomet. lib. /. prop.47. 

■*' yjUuslriumqvoiundumprollemalum cotulruelionet, nel vet.lll. 
Op. var. 
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Ma a questa non cede quella poc' anzi esposta dal Pergola . 

545. Per soluzioni algebriche, non t’ ha trattalo di Geome- 
tria analitica che noi riporti : ma qui basterii recare quella 
che pel quadrato ne diede il Newton nella sua Arilhmetiea 
Vniversalis * , ad oggetto di trarne in modo più definito la 
suddetta regola ragaroenlc indicata dal Cartesio; e di accen- 
nare l’altra soluzione del de l’ llopital pel caso del rombo. 

PROBLEMA. 

.')46. Sotlendere I angolo retto DCF [fìg-i6.'\ con la data 
trita EFi la quale pasti pel dato punto A equidistante da' la- 
ti dell angolo retto 

Soluzione analitica. 


Compiasi il quadrato ABCD,c la retta EF si bisechi in G. 
Poi pongasi CB, o CD = a, EG, o FG = b, AG = x ; sarà 
AE = x — 4, AF = .T -f A. Ed essendo AF’ — AB’ = BF’, 
sarà BF = y (x’ + 2Ax -f- A’ — a’). 

E poiché , pe’ triangoli sìmili ADE , ABF , sta 
AE : AD :: AF : BF 

cioè r — A : rt :: X -h A : \/ (*’ + 2Ax + A’ — a*) 
avrassi nx -f- oA = (x — b)\/ (.t’ 2Ax b' — o’ ) 
e quadrando i membri , c poi ordinando 1’ equazione , sarà 
x< = (2a* + 2A’) x’ + 2a’b' — A< 
che maneggiata come le derivative dal secondo grado darà 

X = ±yj ^a' + A* ± V a* + Ao’A’)^ 

Ed ottenuta per tal modo la CG , si avrà la CE e la CF , 
ciascuna delle quali determinerà il punto E , o l'altro F sod- 
disfacenti al problema. 

A L I T E n. 

547. Sia AE = x , AD = a , EF = A , .sarà 


* Sst. jy. cap. 2. probl.24. 


/ 
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M = x + b , BF = V (x’ + 24x + A* — a’), 
che però essendo AE : AD :: AF ; FB 
cioè X : a :: a: + A : V (a:* + 2Aa: + A’ — a’), 
sarà flx -f- «A i= j; y (x’ + 2Ax -J- A’ — a’) 

\ e quadrando i membri , ed ordinando 

x< + 2Ax’ + (A* — 2a')x' — 2o’Ax — a’A’ = o 
equazione biquadratica completa, nella quale l’ investigazio- 
DC delle radici riesce più diOìcìlc , che nel caso precedente. 
Per la qual cosa egli adopra lo stesso ripiego di trasportare 
il terroine — a’A’ nel secondo membro , e poi completare il 
quadralo del primo membro con aggiugnerri di comune a‘‘. 

5A8. Esposte le due precedenti soluzioni , il Newlou co- 
mincia dall’ osservare, che nel presente problema la linea EF 
riferendosi del pari all' una , o 1’ altra delle GB, CD( il che 
rendesi manifesto se la retta da applicarsi cadesse ntdl'ango- 
lo BCH ) ; che però non vi sia più ragione di scegliere per 
incognita la ED piuttosto che la BF , o la CE piuttosto che 
la CF, o la AE piuttosto che la AF ; dalla quale ambiguità 
egli dice essere stato indotto , nella prima delle soluzioni , 
a prendere per incognita la AG , che serba la medesima re- 
lazione alle CE, CD. Nc tampoco abbassò da G la perpendi- 
colare alla CF, per procedere innanzi nella soluzione del pro- 
blema; poiché egualmente polcvala abbassare alla CD : e per 
la stessa ragione non abbassolla nè sulla AB nè sulla AD ; 
o si rivolse a cercare 1’ espressione della AG , che non am- 
mette altra linea di simile determinazione . E per tal modo 
pervenne ad ottenere un’ equazione di U° grado derivativa 
dal secondo ; mentre con l' altro modo', in cui tali avverten- 
ze non aveva usate , gli era risultala completa di tal grado. 

E dopo altre considerazioni da lui falle , valendosi 
di un semplicissimo ripiego geometrico , c supponendo tira- 
ta dal punto medio G dell’ applicata EF la perpendicolare 
GK alla diagonale ,\C prolungala , e prendendo per incogni- 
ta la AK , che ha un iudillcicntc relazione al lato del qua- 
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drato ( lo slesso sarebbe per la CK ), dinotando la AC con 
c , la LO con b , egli perviene ad ollenere pel problema la 
semplicissima equazione quadratica *. 

= — '/icj + »M’ 

Da tulle le precedenti considerazioni fu egli indolto a sta- 
bilire la seguente utilissima regola per la scelta deli ìncogni- 
lu , onde più convenevolmente avviare il calcolo per l’ analisi 
di un problema. 

r>50. Quando è tale i affinità, ossia la similitudine di rela- 
zione di due termini agli altri del problema, siccità dal prende- 
re per ignota i uno o i nitro , o aneora entrambi, insieme a- 
doperandoli, si per vcnrbbe con lo stesso calcolo alla medesima 
equazione finale ( a meno di qualche diversità di segni J ; al- 
lora non è espediente di prendere, per incognita nb luna, nò 
t altro di que' termini , ma conviene sceglierne in vece loro un 
terzo , che riguardi simihncntc ciascun di ipielli , come la se- 
misomma , 0 la semidifferenza , o il medio proporzionale , o 
qualsivoglia altra ipiantità, che indifferentemente si riporti al- 
l uno c /’ altro di que' termini. 

551. Ed egli in conferma di una tal regola si richiama a 
ciò die, aveva anche operalo ne’ precedenti problemi 9 e 1 0, 
concbiudendo finalmente, che una tal regola verrebbe più ri- 
schiarata dal problema 28 **, eh' è quello della segante alla 
parabola da noi recato nella prop. 7. del lib. Ili . E pote- 
va ancor aggiugnere dall' altro Al , nel quale pur si prevale 
con vantaggio di una tal regola, e lo avverte ***. 

' Rijuardando alla tolazione geometrica del Pergola ( §. 538, ) , ed 
anche all' ultra delti Hortley , ii vede come concorrano uniformemente a 
risolverlo le due analisi geometrica ed algebrica , allorehi si riducono a 
rinrenire un punto nella diagonale A C del rombo prolungala [f.14.111.^ 

'■ Ad bone regulam animum advrrtens , tn probi. 9 , et 10 , ubi Iri- 
anguli luterà germana BC. et AC dettrminanda crani ; giiaesiti potius 
semidiffercntiam , guum altcì'utrum forum. Sed rcgulae huius utililai ex 
vigetimo ixtavo probtnnate magis elucrn et. 

Veggaii l ' idem lircvius , per gtiesto problema . 
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S52.Masenza tante nuove ricerche, basta a convalidai la l'e- 
Idnentarissimo problema di dividere una retta data in modoy 
che il rettangolo delle parti sia dato . Poiché avendo ciascuna 
delle parti la medesima relazione alla retta , che indichisi con 
a , sicché sia indilTi rente il dinotar con x l una, o V altra di 
esse ; 1’ equazione, che ne risulterebbe pel problema sarebbe 
x' — ax -f. A’ 0 

mentre prendendosi per incognita 1’ interposta tra ’l punto 
cercato , e 1 punto medio della retta data, la quale ha una 
relazione indifferente alle due parti della retta , essendo la 
mct;j della loro differenza , 1’ equazione Onale sarebbe 
x’ — a’ 

55'i.L’ illustre marchese de l' llopital, cui non fu nota la 
regola del Newton , quando esegui la sua soluzione pel qua- 
drato * , prendendo per incognita il lato del quadrato pro- 
dotto Uno all' incontro con l' inclinata , pervenne , come do- 
veva avvenire , ancor egli , ad una equazione completa di 
quarto grado , che con un facilissimo ripiego mostrò scin- 
dersi in due del 2° grado . E come che 1’ una di esso dava- 
gli le stesse radici dell' altra, se non che ciano esse positive 
il; quella, negative in questa ; egli però si attenne a costrui- 
re la sola prima , che poi mostrò offrirue anche le due solu- 
zioni corrispondenti alle x negative **. 

5 54. In seguito passò ancor egli ad avvertire, che quando 
r equazione risultante dallo scioglimento di un problema sia 
ahbassabile , conviene tentare , se per altre vie possa perve- 
nirsi ad equazione più semplice ; ed in conferma di ciò cho 
aveva detto reca due altre maniere elegantissime da risolvere 
il problema proposto , nell una introducendo due incognite , 

* Stclions Coniqnes l. X. t>. 2. — Questo sommo geometra france- 
se mori net 170-i , arenilo appena 53 anni di età , e i' Arillimet.Univers. 
del Xeiclon fu pubilicala per la prima rotta in Cambrigia nel /707. E 
dee ancor nolani , che it de l ' llopiiat lasciò incompleto il sua egregio 
lavoro delle Scctions ccniijiies , che fu pubblicalo dopo la di lui morte. 

Omo r. 
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cioè la parte dell’ inclinala che rimane tra'l vertice dell'ango- 
lo del quadralo e'I lalo opposto, c la parte di questo, che ne 
rimane al di sotto; pervenendo per tal via ad una semplicis- 
sia equazione pura del 2°grado,canduccnle alla stessa costru- 
zione da luì già ottenuta; I' altra di gran pregio, se riguardisi 
essere applicabile ancora al caso del rombo invece del qua- 
dralo , nella quale , mediante un semplicissimo apparecchio 
geometrico , e stabilendovi pur due incognite pel calcolo a 
condurre l'analisi del problema , perviene ad una equazione 
assai semplice del 2° grado, della quale dà un elegantissima 
costruzione. E noi consigliamo i giovani a non tralasciare di 
originalmente riscontrar tali cose nella citata opcra.il cui stu- 
dio riesci rà loro di grandissima utilità , essendo e.ssa un di 
que’ pregevolissimi lavori de' moderni, che terrà sempre un 
posto distinto nella scienza analitico -geometrica di costoro , 
qualunque sicno i progressi , che questa faccia , e le modifi- 
cazioni , che possa ricevere la Geometrìa Cartesiana. 

555. Dì più recente data ci si presenta la soluzione, che col 
metodo Cartesiano ne diede I illustre Lacroìx , in più pagine 
della sua Jipplication de V Àlgebre a la (!eanwtric,ove per al- 
tro ne ofl'rc uii’aiiulisì completa del problema, sì pel caso di un 
rettangolo, che per quello elementare del (juadralo.Ma invero 
le vìe da lui usale, che sono piu ricercale di quelle da altri 
già adoperale,non conducono ad un risullameulo più sempli- 
ce, c ad una più elegante composizione del problema; sicché 
egli stesso si vide in fine indotto a doverne ripetere la solu- 
zione analogamente al Newton. Ma volendo in seguilo usare 
il metodo detto a coordimitc ottiene i medesimi risultamenti 
di prima, avendo avuto bisogno per Tanalisi del problema non 
solo di quelle verità , che occorrevano per la soluzione geo- 
metrica, o Cartesiana , ma anche di alcune altre derivanti dal 
nuovo metodo , che volle adoperarvi. Nè sappiamo intcadc- 
fe, come abbia potuto il Collallo, dopo aver riportata tal so- 
luzione del Lacroìx, nelle sue Lezioni di Geometrìa analiticet 


Digitized by Google 



VtW ùti'tmionr geometrica 2Sf 

a due coordinale * , coDchiudere, di aver egli ciò fatto » per 
M far vedere come questi nuovi metodi servono mirabilmente 
M a rinvenire di queste soluzioni più semplici. « 

556. Dopo di aver alquanto ragionato delle principali so- 
luzioni di questo problema, e di averne tratte regole da ser- 
vir di norma in altri di simile natura ^ non è fuori proposito 
riguardarlo ancora per essa , esaminandola prima di tentar- 
ne I9 soluzione. E perchè una tale indagine risulti più chia- 
ra , enuncieremo il problema nel seguente modo : ■ 
fel punto A equidistante dalle due rette di sito DC, 

CB si vuole inclinare tra esse una retta di data grandezza- 
Or per poco che sì consideri il problema cosi enunciato , 
si scorge , che una tal retta possa rimanere interposta tra le 
date , come laEF , o la e/*, o ancora come 1’ una , o l’al- 
tra delle due ET' , e'f ; sicché il problema sia suscettivo 
di quattro diverse soluzioni, cioè abbia cilettivamentc quat- 
tro casi ciascuno corrispondente ad una di quelle ; e però 
che debbasi , risolvendolo algebricamente, pervenire ad una 
equazione del quarto grado , che tutti gli contenga , co- 
me è stato dimostralo in line del trattalo di Analisi Algebri- 
ca elementare , e ’I dovrà essere ancora nella parte II. di 
questo dell’ Invenzione geometrica . E tale dovrà pur essere 
r artifizio della sua compiuta soluzione geometrica , da ri- 
sultarne i quattro punti soddisfacenti ad essi quattro casi , 
o soluzioni aOìnì . Ma siccome due dì tali soluzioni sono af- 
fatto identiche alle altre due, come l’ è la EF con la e(\ e la 
E'F' con la e'f ; però l' analisi del problema, comunque con- 
dotta , mentre ne offre i quattro casi , ne dà la riduziouc a 
due soli , o con I’ estrazione di radice quadrata dall’ equa- 
zione risultante , come nella soluzione algebrica del Fergo- 
la (5.539), o con lo scindimento in due equazioni di secon- 
do grado d'identiche radici, a meno de’ segni, come in quel- 
la che ne abbiamo accennata del de 1’ Hopital (5-553). 

* Pubbiieatt in Milano nel IS 06 . 
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[(57. Ed in fatti , se il pnnto A non fosse stato equidi- 
stante dalle due rette GB, CD, cioè nel caso di un rettango- 
lo , o romboide invece del quadrato, o rombo, cessando l' i- 
dcntìcith di que’ casi , il problema avrebbe quattro distin- 
te soluzioni , e la sua equazione ascenderebbe al quarto gra- 
do insuscetliva di abliassamento , come dalla soluzione del 
Lacroix si rileva (^.555), e come faremo anche notare quan- 
do di esso tratteremo nella Parte li. della presente opera. 

558. Un tal genere di problemi meritando una special con- 
siderazione , per la buona condotta della loro analisi, sia a 
modo de'moderiii, sia con quella degli antichi, venne da noi 
riguardato abbastanza in occasione dell’ altro specioso pro- 
blema deWa pirnniide triangolare , nelle Osservazioni concer- 
nenti la natura di esso , che presentammo alla R. À. delle 
scienze di Napoli, in seguito della soluzione algebrica datane 
dal l.builier , che trovasi inserita nel voi. II. degli Atti di 
questa, caratterizzandoli col nome, di comp!essi.lè.d è chiaro, 
che se nel risolverli si abbia tal sagacia da condurre la ridu- 
zione ad un tal punto, e però ad esibire tal retta , che essen- 
do indilferente ad ogni due casi , valga ad esibirne ad un 
tratto r uno c 1’ altro di essi, 1’ ecjuazione al problema risul- 
terà a diriltnra del grado cui essa appartiene, senza esservi 
bisogno di altra ricerca per ridurvcla, che potrebbe in molti 
casi riuscire assai dillìcile, principalmente trattandosi di un 
problema solido , che si raddoppiasse nel numero de'casi, 
come l’è per appunto quello delle piramide. Ed un esempio 
di ciò che abbiamo detto può nel caso del problema di cui 
trattasi aversi dalla terza soluzione del Newton di sopra ac- 
cennata (§.549) . 

Fine dell' appendice al libro III. 
e della parte I. del presente trattalo . 
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AVVERTIMENTO. 


Le noie , che qui rechiamo sono destinale o a render ra- 
gione di alcuni articoli del testo, o a darvi maggiore esten- 
sione , la quale avevamo giudicata eccedente in esso ; o pu- 
re a stabilir parallelo tra alcune ricerche eseguite con diver- 
so metodo ; o ancora a porre un nesso, ed una corrisponden- 
2 a tra le opere , che ci siamo proposto pubblicare ; o final- 
mente per quello che concerneva la parte storica di taluu 
argomento , principalmente ove fosse stato da altri , o pri- 
ma , o dopo che da noi trattato . Al qual proposito , non 
tralasceremo di attribuire , com’ è di ragione , e come ab- 
biamo sempre operato , a ciascuno quello che gli spetta , 
contro un costume, che da qualche tempo a questa parte ve* 
diamo con dispiacere vieppiù confermato oltremonti, di non 
considerare affatto i lavori degl’italiani in argomenti, eh’ es- 
si espongono, e ne’ quali da questi sono stati preceduti *. 

Se credemmo utili tali note , e 1 fatto , e l’ autorità di di- 
stinti matematici ce l’ ha comprovato , nelle opere costi- 
tuenti il Corso elementare ; tanto più 1’ era in questi tratta- 
ti , ne’ quali tutte le nostre mire sono rivolte a formare ne* 
giovani lo spirito d’ invenzione , e di discernimento ne’ me- 
todi varj, che abbondevolmenle le Matematiche ora posseg- 
gono , e pe’ quali è necessario apprendere a giudiziosamen- 
te adoperarli . 

Un ule avvertimento valga ancora per le note, che appor- 
remo agli altri trattati della Geometria di sito , delle Sezio~ 
ni coniche analitiche , e de’ loro luoghi geometrici. 


* Quantunque nella pratica di questo dovere non bitegni autorità... 
pure stimiam qui recare ciò , che il Leibnitz ne scriveva a Giov. Ber- 
nuuili : £o «nim ingtnio sum ( cosi diceva quel tonuuo uoluol ut (iòc v 
t«r tuun cuijuc Iniuam ( Cuwm. i'HÙU Ut J 
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AL LIBBO 1. DELLA PARTE I. 


ÀI eap. I. — L' accuratiwimo Euclide , che trattò al bene questo 
euristico argomento , che altri non ardi mai calcar sue orme , se non 
cementando le dottrine da lui esposte , distinse i dati in quattro generi, 
del pari che vedesi fatto nel capitolo presento , e di ossi diede in un 
solo libro chiare , ed accurato teoriche , distribuendolo io XCV propo- 
sùiont di Dati ; in ciascuna delle quali proponendosi lo cose date ptr 
, toncasiont , si dimostra quali altro ne derivino date ptr eonttgtuma : 
Del quale svolgimento , fatto dietro convenevole apparecchio , consi* 
stendo tutta I' anaim degli antichi, si vede però , che un tal libro for- 
mava ragionevolmente la base , e 'I fondamento di essa. 

Or Euclide non definì il dato io generale , giudicando ciò superflua 
dopo la cognizione , che se ne aveva pel frequente uso fattone negli 
Elementi di Geometria , ed anco perchè dalle seguenti definizioni spe- 
ciali por essi , eh' ei diede , rimaneva vieppiù rischiarata la sua natu- 
ra . Ciò produsse , che dagli antichi stessi , ed a diverse epoche fu il 
dato diversamente definito , su di che potrà leggersi la dotta prefazio- 
ne del goemetra Marino , discepolo di Proclo , al libro de Dati di Eu- 
clide . Per noi basterà quella , che se ne dà dal nostro autore , nella 
def. 1 , dalla quale evidentemente rilevasi la necessaria distinzione del 
dato in due generi , I' uno alla Geometria appartenente , che è quella 
trattato da Euclide , e che nel presente libro esponesi ; 1' altro spet- 
tante all' Aritmetica siasi volgare , o speciosa ■ Ed a maggiormente 
chiarire una tal distinzione , principalmente ora , cho alcuni esclusivi 
coltivatori della moderna analisi , par che nessun' idea abbiano del da- 
to giometrico , qui ripeteremo : una tota etter data geometricamente, 
ss tapremo etilirla con un artifizio di Geometria, cioè , con una geome- 
trica coetruzione , £ le cose , che richieggonsi per tale esibizione se ne 
diranno i delcrminanri.Da che vedesi essere il dato geometrico non solo 
determinato in se stesso , ma anche determinabile per gli Elementi di 
Geometria , ed in agevoi modo . Una grandezza sarà poi data aritmeti- 
camente ; te ne sapremo il valore rapportandola ad una certa unità as- 
sunta. Da che risulta evidente essere il dato geometrico assai più gene- 
rale dell'aritmetico , e perù non doversi con questo confondere ; corno 
ora ordinariamente suoi farsi dagl'imperiti di Geometria , ImperuccI è 
questo secondo le tote quantità commensurabili può riguardare , e por 
esse dovendo ancor dipendere da una quantità continua assuntavi par 
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UdìU , diventa ancor vago come I' i questa ( §. 8 ), E i punti , che 
tanta parte prendono tra' dati ne' problemi , sono dal iato arilnutieo 
assolutamente esclusi , E dee ancora avvertirsi , che essendo il dato 
gtoateirico di una cosa relativo alla genesi geometrica della medesima, 
mentre I’ aritmetico , o a/i;<{>nca l'è al valore, spesso avviene , che 
quella non si possa in agevol modo rilevare ; o talvolta divenga trascen- 
dente r artifizio per siffatta determinazione [§§. 9 , e }. 

Alla dtf. F. ( §. 7. ] . — I>a defìnizione Euclidea , di cui accennasi 
dall' autore nella nota alla sua pel dato di tilo , è la seguente : Poti- 
tiene dori dicuntur , pancia , lineae , ipatia , et angoli , gvae eundeir 
n'tum ( meglio tradotto locum ) umper oblincnt . La qual definizione 
produce una certa oscurità , per dovervisi chiarire le voci di luogo , a 
sempre . Di fatti lo stesso Euclide nel prevalersene adottò poi un con- 
cetto affine a quello di cui ci siamo serviti nella Geometrìa di tilo 
( def.2, ) , 0 del quale fa pur menzione il Pergola introduceudosi a ra- 
gionare de' dati di sito ( eap.S. lib. 1.) 

Alla prop. I. iO.) — Euclide diede come definizione il num. 1. 
di tal proposizione , de! pari che aveva fatto per la verità compresa nel- 
la def. 1. Elem. III. Ma questa , come fu detto ( nota a tal def.), come 
pur quella di cui ora si ragiona , non è una definizione , si bene un teo- 
rema , conseguenza immediata della definizione del cerchio ; e però da 
prendersi al più come un postulato ; ond' è che qui, come conseguenza 
della definizione vedesi stabilita. 

Alla prop. II. (§.//) — Nel num. Vili, dell' enunciazione , si 
vede tralasciata la suttrìpiicata ; poiché perassegnarla esigasi un arlili- 
Gzio non elementare . Ma essa può ancora esibirsi per la Geometria su- 
blime , e quindi prendersi per data , ne ' problemi, che a questa appar- 
tengono per la loro natura . 

Alle prop. Ili , e IV ($§. 13, e li) — Sono questi i problemi fonda- 
inentali di riduzione geometrica, il primo per tutti quelli del l^yrado. il 
■ccoudo per gli altri del grado ( Veg. la prop.27.lib. 111. Ino.geom.) 

Alla prop. IV. { §. li. ) — Se il problema proposto si volesse alge- 
bricamente risolvere , csi<o darebbe luogo ( indicando con a , 6 le ret- 
te date , e con d la differenza delle cercate , nel scoondo caso ) all' e- 
quazione 

i. i dx — ab =z 0 
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Meoodochè per U x «i foise indicata la minore delle rette cercate , • 
pur la maggiore. 

Or una tale equazione ha com' è noto due radici aempre reali , I’ u- 
na positiva , I' altra negativa ; per avere una permutazione , ed una 
aucceuione di segni ne' suoi termini ; ed eiTettivamente risolvendola ne 
offre , nel primo de' casi , eh’ essa presenta , 

» = — ■/•<* + V ( 'A ) 

* = —■/•<* — >( ‘A d* + o6 ) 

delle quali si vede esser positiva la prima , come alia supposizione tat> 
la di a; per la parte minore doveva corrispondere. 

Al contrario risolvendolo nel 2°. caso del segno — ai secondo termi- 
ne , le radici sono 

* = + V.d + V( *Ad* + a6) 
a: = 4* '/»d — V (” 'A d* ■+• « fr ) 

e di esse la positiva è la maggiore , come io tal caso si era supposte . 

Sicché essendo arbitraria l' una , o l' altra di quelle supposizioni per 
la a:, l' analisi algebrica in ciascun de' casi ne offre le radici per cia- 
scheduna ; se non che di per positiva quella, che corrisponde alla sup- 
posizione effettivamente fatta , per negativa l' altra corrispondente alla 
supposizione contraria , E ciò veniva anche indicato dalle stesse equa- 
zioni alle quali si è pervenuto con le due lup posizioni contrarie; poiché 
si vede , che col cambiamento di segno nel secondo termine dell’ una 
rispetto all' altra , non si viene a far altro , che cambiare la radice po- 
sitiva io negativa , e la negativa in positiva. 

Che se pel primo caso del problema s’indichi la data somma per t , 
é chiaro, che l'equazione ad esso non possa estere, che della sola forma 

*• — io;-|-aé&BO. 

qualunque delle parti della a a' indichi con x , sia la minore , o la mag- 
giore , che però le due radici 

* = + ’A» + V ( ‘A *• — a ò ) 
a: = -h 'As — 'V { 'A s* — a» ) 

che vi soddisfano debban risultare tutte due positive : potendo sol dive- 
nire immaginarie , come la natura del problema il mostra , e dalla co- 
struzione ancor si rileva. 

Adunque l' altra equazione 

X’ -f-sx + aéxro 

che ottiensi col cambiare il segno al secondo termine della precedente, 
dovrà avere le due radici identiche a quelle di questa . e di segno con- 
trario , e però entrambe negative , le quali nulla esprimendo relativa- 
mente al propusto problema , dimostrano , che con quel cambiamtnl» 
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OS legno non li ibbia , che lolo una pura forma algebrica di equaaione, 
•he Del linguaggio geometrico nulla dinota. 

Rilutta dal fin qui eipoito , che la costruzione geometrica eiibita 
nel §.lb dia ad un tratto le due radici dell' equazione cui si perterreb- 
be algebricamente trattando il problema , le quali offrono le due retta 
ricbieite ; e non già che una se ne ottenga , per poi rilevar l' altra, co- 
me dal calcolo algebrico avviene . Al che se avesse avvertito il Monto- 
cla , non sarebbe caduto i nell' equivoco di credere aver gli antichi rico- 
nosciuto ne' problemi del 2°. grado, che da essi riducevansi a' due fon- 
damentali recati nel $. suddetto , che sono i problemi risoluti nelle 
prop. 28 , e 29. £2. YI. diversamente esposti , la sola radica positiva 
( N«ta ni Ità. /. pari. II. Eia. dtt MatH. } . Ni tampoco il Cartesio, sa 
avesse un poco più considerate le opere di quelli, avrebbe in loro detri- 
mento profferita l' erronea sentenza , che fosse ad essi mancata , per 
tali problemi , una riduzione nel genere. 

Ma di tutto quello , che abbiamo qui accennato , dovrà più estesa- 
mrnte trattarsi nella seconda dissertazione del voi. 1. degli Opuuoli 
maUmatiei ; e si potrà anche da ora riscontrare la nota alle prop. 28 . 

# 29 Et. VI. io più edizioni del nostro Euclide. 

£ sarebbe stato facile a ciaacuo di loro T avverUre V identità di que- 
sti problemi , con le equazioni di 2° grado, che trattavano , anche seo- 
aa la soluzione algebrica di quelli , ma semplicemente riguardando a 
queste equazioni . imperocché 1' equazione 
*■ + d * = o 6 

dà evidentemente luogo alia proporzione 

* : o :: 6 : * i d 

ah' è il secondo caso del problema ; e l' altra 
»* — s« = — ai 

ridotta ad s a; — «* = a & 

espone l' altra proporzione del primo caso , cioè 

* : o :: 6 : s — x 

E si vede pure evidentemente , che ad alcuna proporzione non si par* 
venga dall' altro caso dell' equazione 

ss’ -f- s* = — aé 

A' $$. dal S9 al SS. — Le cose , che l’ autore ha , per solo ordine 
dì scienza qui recate , sono già note dagli Elementi di 'Trigonometria , 

• si potranno ancora in essa riscontrare. 

Jl $. SS, gtomOritkt fsaris , — come nella nostra Trigonometria re« 
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desi eseguito — da urie eontergtnti , come si redrà operalo nel Tol. II 
del cono di inolili algebrica. ' 

Al%.39. ( tolto dal lato dato ÀC) — L' autore non volendo qui dare, 
che una semplice indicazione della risoluzione del Irìangoto, gii trattata 
nella Trigonometria , lo ha considerato nel solo caso , chela perpendi- 
colare da B [ />$. 9 ] dividesse il lato opposto AC ; e però ha detto AD 
tolta dal lato dato AC. EJ è facile vedere quello che debba farti caden- 
do la perpendicolare fuori del triangolo verso C , o verso A. 

SI polri sul proposito anco riscontrare U caso 3 prop. 8 lib. II. della 
nostra Trigonometria . 

Al §. 40. — Per tal caso si vegga anche la prop. 10. lib. II. Trig, 

Alla prop.XIl. ($.4S.) — Si vegga la nota alla prop. II. 

Alla prop. XVI. (%.S3)-~ Si riscontri la nota alla prop.F. lib.T. 
del nostro Euclide . 

Allo ieol, ($.SÌ .) — Nel primo de' due casi qui accennati dalP autore, 
avendosi nei triangolo ABC [ /ij- 9. ] la ragione di BD : DA , e quella 
di DA ; DC , si avrà per conseguenza ancor F altra di BD : DC ; e perA 
i due triangoli rettangoli ADB , BDC risalteranno dati di specie , « 
quindi ancor l' altro ABC. 

Nel seconda caso poi , esposta una qualunque retta BC [fig^.n.2.J , 
e costituitovi sopra il segmento di cerchio BAC capiente l' angolo ver- 
ticale dato del triangolo , si applichi in esso la AD perpendicolare alla 
BC , ed uguale alla quarta proporzionale io ordine alla data ragiona 
della base all' altezza del triangolo , ed all’ assunta BC ; congiunte la 
BA , AC risulterà il triangolo BAC dato di sola specie. 

Alle precedenti coseaggiugneremo riportarsi da Euclide, nella pr.b6. 
Dati , l' altro caso i che sia dato un angolo di un triangolo, e la ragiona 
della tomma de'lati d’intorno ad un altro angolo al terzo lato : ed il geo- 
metra inglese Sdmueie vescovo di Asafa . nella sua dotta esposizione 
del libro de' Doti di Euclide pubblicata in Oxford nel 1803 , aggiugne 
per corollario il caso , che fosse data la diferenza di qua lati. Ma quel 
caso , e questo riduconsi facilmente al secondo della proposizione pre- 
cedente, usando lo stesso artiBzio praticato nella prop.l7.lib.II.7Hjan. 

AUa prop. XXIII. ( ^.05. ) — La prima parte di questa proposi- 
zinna è il lemma di cui si valse Pappo , per dimostrar la prop.8. lib.lVi 
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delle suo CM. mofA. ; o la seconda comprendo le prop.102 , o 106 del 
iib. VII , che soDOi lemmi 7 ed 11 pel lib. 1. Toeltonum. 

A S§. 69, n , Ti. — ha Torità qui assunto come assiomi , por la 
loro chiarezza , troransi dimostrale nella Geometria di silo . £ sarà 
anche ben fatto rileggere la nota alla prop. 1, 

Atta pmp. XX fX. — ^ 77. ) Aggiungasi che : la congiunjenle tl 

punto dato eoi vertice deli angolo i il luogo de’ punti da cui abbastale 
le perpendicolari eu i lati di eeio, eerbanti gueete la eletia ragione , che 
grulle che tirami a' medesimi lati dal punto dato (Geom. di sito %.75.) 

Al § . 88. — Cartesio seguendo la distinzione do’ problemi fatta da- 
gli antichi , o la generalo riduzione di essi , che lasciarono indicata nel 
problema alle rette ( Vedi Pappo , prefaz. al lib. VII , ed il nostro Scor- 
ia nella sua Divinaz . dell’ analisi geometrica degli antichi ) distinse lo 
linee in generi , formando il primo genere dallo solo lineo di seconct 
ordine , o seguentemente ciascun altro genere da ogni due ordini suc- 
cessivi di curve ( Geom.lib. II. ^ . Ma la divisione in ordini , a co- 
minciar dalla linea retta, 6 stata dopo il Newton adottata da’ geometri. 

A §§. dal 90 al 9S. — Si riscontri la Geometria di sito. 

Alle prop. da XXXIII a XXXV. (§^.97a 100.) — Queste proposi- 
tiooi sono espressamente qui recate dal Pergola , perché fondamen- 
tali del suo metodo di trasferimento por la soluzione do' problemi di si- 
te , di cui fu detto nel prospetto al §. 27 pag.xir. E di esse vedrassone 
I' uso vantaggioso al suo luogo , nella nostra Geometria di silo. 

Ala prop. XXXVI. ( §. 102 ) e nota corrisp. — Un tal porisma , 
semplicemente enunciato più particolarmente dal Fermai , e qui dimo- 
stralo dal Pergola, si vedrà esteso allo curvo coniche , nella prima dis- 
strlaztone del voi. 1. degli Opuscoli matematici. 

AUaprop.XXXVII. ( §.103.) — In questa proposizione si enuncia a 
forma di porisma il problema da Pappo recato nella prop. 117. lib. VII , 
e di tal porisma potrà vedersene un'altra elegante dimostrazione nella 
ncntra Geometria di sito. Avvertiamo in oltre che la verità stessa reg- 
ge sempre ancorché i punti dati sieno dentro del cerchio , o I’ uno 
dentro , I' altro fuori ; e che solamente convenga per la dimost raziono 
modificarne il primo passaggio , che dee condurre alla similitudine de' 
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triangoli . Intanto arendo il nostro Trtidi estesa allo aetioni conkdie la 
proprietà del cerchio esposta in tal lemma ( Uemoria tu t poligoni i'- 
tcrilti e cireoterilti allo curve coniche, tra lo Produzioni relalive al pro- 
gramma proposto nel i839 ) , si vede che ancora quel porisma debba a 
tali curve convenire . Ed il suo distinto collega prof. Grimaldi vi ag- 
giunse un' assai elegante dimostrazione geometrica , che potrà risaoo- 
trarsi in fine delle Produzioni suddette, e verrà di nuovo recala in trat- 
tar de' porismi . nella prima delle dissertazioni inserito nel voi. I. de- 
gli Oputcoli matematici , àia è bene di qui accennare pur qual via e- 
gli sì fosse avveduto di estendersi quel lemma alle curve conictie ; po- 
tendo il ripiego da lui usato servir di regola in casi analoghi. 

La dimostrazione di Pappo poggia interameote sull' eguaglianza de- 
gli angoli posti in uno stesso segmento di cerchio ; il che rende tal di- 
moslrazione speciale pel cerchio. Or il nostro geometra essendo riuscito 
ad ottenerla per mezzo di altra alToziono del cerchio , che poteva con- 
venevolmente estendersi a tutte le curve di second' ordine , ben ne con- 
chiuse , che ancora a queste si appartenesse quella tal proprietà . 

Alla prop. XXXVIII. (%.I05. ) — Questa proposizione è una con- 
venevole trasformazione in forma di porisma della prop. 156. lìb. VII. 
dello Collezioni di Pappo , eh' è il lemma 30 a’ Porismi Euclidei , Or 
Pappo nel dimostrarlo , nel modo che il propone . dovà prevalersi di 
altro lemma , che cita senza indicazione ; ma ben vedesi dover esse- 
re la conversa della prop. 52. VI. Coll . , alla quale diede il Comman- 
dini nel suo comento una buona dimostrazione ; sebbene poi si fosse di 
nuovo impegnalo a dimostrare la prop. 156. senza quel lemma . Ma nà 
I uno nè I' allro de' suoi modi di dimostrare sono da preferirsi a quello 
semplicissimo che dal Pergola si è tenuto. 

Al cor. della prop. prec. ( §. 106. ) — L’ autore in fine di questo co- 
rollario ne accenna la prop. 21 del libro seguente , ove io forma di luo- 
go geometrico vien riportata la stessa verità , della quale vedevi ancora 
un' altra esibizione in quella nota della nostra Trigonometria , ove o 
spongonsi i problemi del Regiomontano ( cor. al probl.zii. ). 

Alla prop, XXXIX. ( — Il dotto geometra de la Hire , nella 

sue elaboratissime Sectiones Conicae , riportò tal proposizione come un 
caso della divisione armonica appartenente al cerchio ( lib.I.pr.SSj. Ed 
essa potrebbesi ancora conveoevolmeote estendere alle curve coniche. 

Alla prop. XL. ed al cor. ( SS- tIO e ili. ) — Quest' altra prope» 


Digitized by Googir 


Note 


XI 


littone i il lemma di Pappo a’ pen'iau Euclidei , ch« fu rìprodotlo 
dal de la Bire nelle aue Scdionaa eonieoa ; e costui denominò armanie i~ 
li le quattro rette tirate da un punto a' punti estremi e medii di una rot- 
ta divisa armonicamente , appunto perchè ogni altra retta interposta tra 
esse vi rimaneva armonicamente divisa. 

La proposiiione inversa poi , enunciata nel corollario , eh' è Ihcile a 
dimostrarsi indirettamente , ai potrà vedere presso il da la Bire 
( pr.iS.lib.I. Stetion. coste. ) , come ancora nelle Sezioni Coniche del 
nostro Cono geometrico, o in quelle analitiche del Pergola. E nelle no- 
te a queste se ne troverà ancora una dimostrazione del nostro prot.Gri- 
maldi con l' analisi pura ; il che servirà ad un tempo per convalidare 
un tal metodo, e per rilevare al paragone la semplicità , ed evidenza 
della dimostrazione geometrica. 

Alla prop.XLI. ed a' luci cor. (§§./l^ a 1(4.) — Si riscontri la Cao- 
iNctrùi di arto ne’ §$.dal S8i al 283, e la nota corrispondente a questi. 

Allaprop. XLII, ed atto kU. ( §§. US . a ite. ) — Vedi il §.175 
della Geometria di lito , e la nota ad esso . 

Al cap. F/. — In questo capitolo I' autore reca la riduzione del da- 
to algebrico di una retta a geometrico , cioè la costruzione di esso ; da 
che i problemi di primo grado risoluti col metodo Cartesiano risulta- 
no geometricamente costruibili , oquellidel 2^, 3° , e gradn ridu- 
cibili sempre alla loro forma convenevole , per ottenere la corrispon- 
dente costruzione deU'ctpuazione ad essi. 
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AL LIBRO IL DEit4 PARTE 1. 


Alla prop. I. ( §. i48. ) — Nel principio che in queaU eapooesi Ira- 
luce gii tuttu r artifizio dell’ analisi di un problema ..che verrà poi pio- 
naineiile sviluppato nel lib.ill. Egli altri principj , che espongonai nel- 
le seguenti prop. 2 , 3 , à , 5, sono pure relativi all' argomento deU’a- 
nalisi geometrica , di cui dovrà esser trattato nell' indicato libro. 

Alla fine del §. — Fu questa I' opinione che della sua soluaione 

di tal problema n' espresse lo stesso Newton , in (Ine del cor.2. lem. 19. 
Princ.malh. , dicendovi : Alqae ita problematis Velerutn de quaiaor li~ 
neis ub Euclide incepti , el ab Apollonio continuali non ealculus ( allu- 
dendo a ciò che aveva fatto il Cartesio), ted compotitio geometrica, qua- 
lem Veteree quaerebant , in hoc corollario exhibetur . Ed il Pergola a- 
doltandola nella prima edizione delle Sraiont Coniche (an.l791), recov- 
vela , 0 vi supplì la corrispondente analisi in fine del lib. IV. Ma poste- 
riormente, avvertita la particolarità della medesima , la suppresse, ser- 
bandosi a dare di quel problema una generai soluzione da lui già elabo- 
rata, alla quale alfaticandosi ancor lo Scorza, sulle orme segnategli dal 
di luì maestro , pubblicolla nella sua Divinazione deW Analisi geome- 
trica degli antichi . 

Alla prop, XII. ( §. i8S. ) — L’ altro principio , che riguardando 
a' quesiti de' problemi geometrici di sito si propone in questa proposi- 
zione , vedesi connesso con quello che n' è poi recato nella prop. 13. 
lib. 111. relativamente alla supposizione dei fatto in tali problemi. 

Al §. 193, — Neiravvcrtimento in esso recato ne traluco la natura 
diversa do' problemi , e la diversità de' mezzi , che vi si dovranno ado- 
perare in costruirli , di che sarà specialmente trattato nel seguente 
libro, 0 nella Parte li. Ed è pur connesso con taloavvortimeato, corno 
vi si accenna, ilpnncipio recato nella seguente prop.lC. (§.2Q0.) 

Alla prop.XXI.{$.219.) — Vedi la nota al cor, della prop. 38. 1. 

Alle prop. XXV e XXVI, ( §[ 5 . 225, e 221 ) — Questi due teoremi lo- 
cali, che sono le trasformazioni de' due problemi riportati nelle pr. 2 .e k 
lib.I, e che, come si è veduto nella nota ad esse, corrispondono l’ uno al- 
la costruzione geometrica delle equazioni di 1 ° grado,l'altro a quelle del 
2 “,oo mostrano rientrar tali costruzioni nel problema generale alle rette, 

AUaprop.XXYII.{^,229.) Il puntoP [/y.22.//.] , come si è detto , 
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è il polo della concoide , la CB , che abbiamo chiamata, come i moderni 
usano , auiHlolo , tale essendone la natura , dagli antichi ora detta rs- 
9 o<o, perchè esso dirige il movimento della riga mobile, o Ossa t interval- 
lo costante CA, BG, se. Ed è poi chiaro , che dato il poto , il regolo , 
e r intervallo, possa la descrizione di tal curva aversi per un postulato. 

Intanto dalla stessa definizione della concoide.o pure dalla sua descri- 
zione rilevasi , che l'intervallo AO possa prendersi sulla i’CA anche al 
di sotto del regolo CB , come l’è CA' ; ed io tal caso ai verrà , con Io 
stesso movimento di riga , a descrivere un'altra concoide rivolta io sen- 
so contrario alla prima.E (jueste due concoidi si dicono da'modemi l'uoa 
tuperiore l'altra inferiore, o come più piacque all'Eulero eeteriore luna, 
interiore l'altra. Ma siccome il punto A' può cadere o tra P, e C, o in P 
a dirittura, o ancora al di sotto di P, come l'à A", cosi vedesi.cbe que- 
sta concoide inferiore risulta di triplico forma, mentre di una sola ò som- 
pre la superiore ; essendo nel primo di que' tre casi aiTatto simile alla su- 
periore,ma rivolta, come si è detto, in senso contrario ; nel secondo di 
essi avendo una forma cuspidata nel polo P, e nel terzo presentando un 
nudo nel punto A". Ei i geometri moderni , volendo considerarla sono 
obbligati a distinguere questi tre casi : non cosi gli antichi , i quali 
considerando che con lo stesso movimento di riga descrivevansi ad un 
tratto la concoide superiore , e le tre forme d'inferiori, le distinsero 
però co' nomi di pnma , eeeonda , terza , quarta. Il che abbiamo volu- 
to notare , per chiarire il luogo di Pappo [prop.S2.IV.), ove dopo aver 
detto essere stata una tal curva eecngitala da Nicomode per la duplica- 
zione del cubo, ed aver assegnata di essa la descrizione, concldude : li- 
nea vero . , . voeetur cottchoidee prima : nam et eecunda , et tertia , et 
quarta qxponitur ; quae ad alia theoremata utilee tunf.E notisi chePap- 
po, conchiudendo io tal modo, dovè aver presenti alcune delle ricerche 
nello quali le altre tre specie di concoide erano utilmente adoperate : di 
che non rimangono vestigia . E ciò basti per ora su tal curva , che do- 
vremo altra volta considerare , per vederne l' uso che ne fecero gli an- > 
li ;hi , e quello che le hanno voluto attribuire i moderni ; il che non sarà 
certamunte superfluo anche per distruggere, come a noi pare, un qual- 
che equivoco , nel quale questi sono caduti. 

Mia prop. XXVIII , ed al eor, 4 di està (§§. S30, s 2S4.) — La de- 
scrizione meccanica della ritroide data dal Newton , e l'altra por pun- 
ti secondo gli antichi indicano che tal curva debba aver due rami cu- 
spidalmente riuniti io B [/ìp.^d.] , formando come una punta di edera, 
da che no venne ad essa il nomo di cieeoide , dalla voce greca xisoof 
edera ; del pari che si era delta concoide ia precodcoto , perchè a for- 
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tna di «oMa . Oli antichi ai mostrarono aliai pili attenti neiratlribaire i 
nomi agli oggetti geometrici che consideravano, cercando sempre di da' 
re nelii voce stessa t' indicaiiooe detta torma , o qualità delta cosa , 
o almeno la corrispondenia del nuovo soggetto con altro già conosciuta 
Cosi dissero ipirah , quadratriee , e pure tonoide , tferoidt . ec, Baste-> 
rebbe quindi la sola denominazione della cissoide a mostrare che gli 
antichi ne dovettero conoscere i due rami , e non un solo , come con 
poca avvertenza si lasciò dire il Monluola ( Hal-de$ Jlfalh.t»l./,p.34 ) 1 
quando anche non vi fossero altri argomenti a dimostrar falsa la sua 
proposizione, de' quali uno evidentissimo neotTre Proclo dicendo: C«ns 
aulem eùsotdss , hoc est htdenu stmifss lineae , ad umin» eoeunlsi itV 
pnum,itci(l htdeme (Ma (Mine nnm denominationem habutrt) aiu;ufuin 
feetrint .... Ma anche piò male avventurata ò la ragione eh' egli ne id> 
duce soggiugnendo subito dopo ; perthi non fu foro nota la natura in- 
tima delie curve. Ed egli che era molto internato nella lettura delle o- 
pere degli antichi dovè non ricordare il luogo di Pappo che va innanzi 
alla prop.31.IV,CoU., ove parla d' interi trattati per linee a doppia cuT' 
vatura , eh' è ben piò difficile considerare, composti da Demetrio Ales- 
aandrino e da Filone Tianeo, delle quali curve egli dice che ; multa et 
admirabilia eimplomata continent ; il che mostra che ne dovettero scrii- 
laro le proprietà , e però penetrarne la natura . Soggiugnendo in oltre , 
che per talune di queste da' geometri prossimi in tempo a lui, che chia- , 
ma iimioru : dignae emetimatae eunt , de quibut longut sermo habere- 
tur . £ continua poi a dire ; Una nntem aliqua ex iptie est , quae et od- 
tnirabilie a Mendaa appeliatur ; il qual nome non poteva derivare che 
dalle speciose proprietà sue . Passa quindi ad enumerare le diche , le 
quadrairici, le concoidi e le citeoidi. Che forse abbiamo da' moderni trat- 
tato piò compito di quello di Archimede per la sola spirale di Cònone T 
£ se non ci sono giunti i trattati da Oinostrato , da Nicomede , e da 
Diocle composti per ciascuna delle altre tre curve , non è della retta 
critica r asserire che costoro non ne avessero penetrata la. natura , a 
discusso le proprietà , 

Alla prop.XXlX.(§.S36 .) — Questa facilissima maniera di compren- 
dere in una sola proprietà generale tutte le linee nascentidalla sezione 
di una superficie conica con un piano, e dalla quale facilmente ottiensi 
l'equazione caratteristica per ciascheduna di esse, è nuova ed ingegnosa. 

Alla giunta al cap.IV.(§§.24S a SSS.J-^ Per la stessa ragione di tro- 
varsi tali curve trascendenti , cioè la tpirale e la quadratriee, adoperale 
dagli antichi nella costruzione di taluni problemi trascendenti, e lo stes- 
to praticato da' moderni con la cicloide (ro/ileana, aveva il Fcrgola trat- 
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tato di esfe in questo luogo; e noi abbiamo alla meglio supplito alla di- 
persione del suo MSS. , come nella prefazione si è accennato ; onda 
trovarci preparati questi mezzi nel trattar di quelli nella Parte II. del 
presento trattalo. Intanto per rischiarare ciò che sta detto nel §. 257. 
qu'i soggiugneremo, che se la velociti con la quale il punto D |y.2d.//.] 
aggirasi d’ intorno all'altro C , nel rivolgersi che fa l'angolo retto DCR 
intorno a questo . non pareggi quella con cui scorre un tal punto lungo 
la CG, ma le serbi la ragione di m ad n ; dovri risultarne anche I' arco 
AE alla corrispondente retta NE nella stessa ragione ; e quindi sari 

NE = — AE ; e l' equazione alla trocoide descritta in questi casi sari 
y = V ( 2rx — as* ) + ^-are,sen.y(2r* — *•) 

Ed essa corrisponderà ad una cicloide aeconiata o allungata , come 
soglion dirsi , secondo che m sia maggiore o minore di n. 

Al eap. Y. dtl lib. II. — Secondo accennammo nella breve prefazio- 
ne al presente trattato dovevamo qui esporre taluni luoghi geometrici 
alla retta ed al cerchio algebricamente espressi ; di che gii prima si era 
fatto convenevole oso da' moderni analisti, e principalmente dall* Eule- 
ro , dal Cramer, e poscia resi di un più frequente maneggio nelle ricer- 
che geometriche dal Lagrange , dal iionge e dal Laeroix , hanno finito 
per costituire un metodo elementare algebrìco-geometrico , per la riso- 
luzione de' problemi. Or in ciò fare , con quella brevità che conrenivasi 
al nostro trattato , ci siamo pel cerchio estesi un poco più , esponendo 
alcune principali proprietà di esso già elementarmente note , a solo og- 
getto di stabilir sempre la corrispondenza tra' due metodi algebrico , e 
geometrico, edace a quello maggior consistenza, aflbrzandolocon l'evi- 
denza e la persuasione che portan seco i ragionamenti di pura Geometria 

Nello stabilire i principj di questo metodo abbiamo ancora severamen- 
te avvertito , a non trar conseguenze da qiie' risultamenti algebrici, che 
a ricerche geometriche dovevano corrispondere , quando tal corrispon- 
denza non fosse manifesta ; nel che osserviamo essersi peccato da ta- 
luno de' moderni istitutisti di esso . Abbiamo poi serbato nelle ricerche 
esposte uno stretto nesso geometrico, e messo ogni studio nell' eleganza 
di esse, come in ogni altro trattato puramente geometrico si sarebbe fat- 
to. Ed in tutta l'asposizione dello proprietà locali di una retta, e di quel- 
le che da esse derivano , non abbiamo improntate dalla Geometria ele- 
mentare , che lesole nozioni delle parallele , della natura del triangola 
per gli angoli, a di quella del triangolo rettangolo pe' quadrati de' Isti , 
e de' triangoli simili ; e dalla Trigonometria le pure , e semplici defini- 
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(ioni delle linee trìgonometricho , e de' loro segni , da che ni risaltato 
un mezzo da escludere qualunque idea paradotiale di sito nel fissare i 
segni per le diverse coordinato alla retta, ed al cerchio; ed appena qual- 
che principio fondamentale , ed elementarissimo di tale scienza . Come 
ancora , nel trattatine delle proprietà locali del cerchio . e di altre da 
esse dedotte , ci è stata bastante la sola definizione di questa curva. 

^'§§.da 273a 575 . — Volendo Verificare l'equazione a ciascuna delln 
rette indicate in tali §§. , per tutt' i punti di essa , si al di sopra , che 
al di sotto dell' asse delle x , si dovrà tener conto non solamente della 
grandezza dello coordinate , ma ancora del segno che loro corrisponde 
per lo precedenti considerazioni. 

Al §§. 279. — Troviamo in qualche istituzione moderna di Geom»- 
frùi analillea rilevata 1' equazione di cui qui trattasi , col semplice- 
mente sostituir nell' equazione a: = fcr -f- fc lo coordinate a. , /3 invece 
delle ar, y . e sottrarre poi la nuova equazione dalla precedente ; il qual 
modo di dimostrare non ò aflàtto concludente. 

Al §. 282. — Trasportando l’ a nel secondo membro , e praticando- 
vi un' ovvia riduzione, 1' equazione ottenuta riducesi nell' altra forma in 

B — ff , xB' — ci'^ 

cui conviene talvolta adoperarla y — ; x — - 

0» — 0I> (U — oJ 

Al $.284. — L’equazione di condizione qui dedotta, si vedrà in appresso 
di quanta utilità riesca nelle ricerche fatto per mezzo di questo metodo. 

Al $.287. Questi altri due valori della BB' [fig.32.H.] , che riesco- 
no utilissimi in molte ricerche , non trovansi rilevati nelle comuni isti- 
tuzioni di Geometria analilita. 

Al $. 289, — L' equazione di condiziono per tre retto , che riuni- 
aconsi in un punto era pur necessario farla rilevare , riescendo essa uti- 
lissima io molti casi ; e dovendocene servire come fondamento della co- 
struzione di un’ equazione complessa ad una retta ( Vedi cap. teg. ). 

Al $. 294. — Si osservi ceo quanta faciltà , e chiarezza, usando un 
principio semplicissimo , ed elementare di Geometria , si ottenga 1' e- 
quazionc della perpendicolare ad una retta di sito. 

Al $. 293. — L'espressione ottenuta por la lunghezza della perpeo* 
dicolaro , derivando dall' estrazione di radice quadrata dall' altra 
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vi si avrebbe dovuto prefiggere il doppio segno + ; ciò non ostante si 
è ritenuta col solo sogno positivo , per indicaci* , die in tal modo con* 
viene sempre adoperarla , giacchò alcun significato non può avere I' al- 
tro valor negativo di essa , dalla quale ambiguità rifugge interamente la 
Geometria , trattandosi in tal problema di dati di sito che non hanno al- 
tri determinanti , eh' essi medesimi . 

Adunque quel doppio segno ± non deve avere altro uso che a ren- 
der positiva queir espressione ; dovendo adoperarsi il segno -f- so da' 
dati del problema risulti à» -f* ò > di (3 , il segno — quante volto 
DO risulti minore . Laonde converrà premettero all' uso di tal for- 
inola una ricerca per quest' oggetto , come si vede praticato nel pro- 
blema proposto nella prop. 1. cap. 'Vili. ( §. 380. ) . E questo espe- 
diente abbiamo giudicato preferibile , come piò sicuro , ad una regola 
generale sulla posizione del punto rispetto alla retta , od all' asse della 
ascisse , che troviamo recata in alcuno opere di Geometria analitica di 
distinti geometri moderni , c che non sembraci esatta , o al meno I' ò 
assai oscura , ed atta ad indurre in equivoco. Intanto non è fuori pro- 
posito , che a spianare la via a questa ricerca c' iutrattenessiroo in un 
qualche esame di tal formolo , dal quale resti ancor m^io dichiarato 
r andamento del problema cui corrisponde. 

Or se riguardisi al denominatore di essa formola, si vede chiaramen- 
te dinotare la segante dell' angolo in cui la retta alla quale tirasi la per- 
pendicolare incontra r asse delle a; ; e però , che l'espressione della 
perpendicolare , che dal punto dato si tira ad una retta rappresentata 
non per se medesimi , ma per la sua equazione , no tragga seco I' altra 
di quella al!' altra retta , che partendo dal punto stesso d' incontro con 
r asse delle x , gli s' inclina nell' angolo supplementalo della preceden- 
te : sicché tali perpendicolari sieno due , come pur duo sodo le retta 
corrispondenti sulle quali debbono abbassarsi. 

Di fatti , per veder ciò geometricamente , suppongasi, per chiarezza 
maggiore, passare la retta AN [fig.ì.AT] poi principio A delle ascisse, « 
sia AN' la retta sua supplementalo , cioè tale che l'angolo N'AX sia 
supplemento dell' altro NAX ; e dal punto P dato cada sull’ una AN la 
perpendicolare PR , sull' altra .AN' la perpendicolare PR' . Da P si tiri 
alla XX' la perpendicolare PB , che incontri lo AN , AN' in B', B"; sa- 
rà r angolo B'AB uguale all' altro B"AB , e la BE' = BB" . Che però 
indicando con » , jS le coordinate AB , BP del punto % , si avrà BB* 
— BB" =àa , e quindi PIV = |9 — à» , PB" = |3 àa . Laonde 
avendosi da' triangoli simili ABB', B'BR, PB"R' 

AB' AB :: j 
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'-si arri ne' loro simboli rispettivi 


|3 — t « : PR = 


P — kx 




/ì + )i»:PR' = 


V( 1+*’) 


V( »•+*’) 

Le quali due espressioni corrispondono , e dichiarano il ragionamen- 
to che di sopra si è fatto . 


A' §§. S99 a 30i. — Nel §. 299. abbiamo esibita l' equazione alla 
vetta inclinata all'asso delle x in un angolo <p , quando I' angolo degli 
asai fosse S , mostrando che io tal caso il coefTicicote k della x venisse 

espresso da — ^ — • ; e nel seguente S. 300 abbiamo detto che 
sen. (S — <|>) " 

sarebbe stala cosa facile modificare questa equazione alla retta per assi 
obbliqui po' casi stessi considerati per gli assi ortogonali dal §. 279 al 
296 , recandovi solameote per un esempio ( §. 301 ) l' espressione ana- 
loga al §. 285 . Ed ora per togliere anche il fastidio di eseguir tali 
modificazioni occorrendo le recheremo qui appresso . E perchè non si 
equivochi Ira le due consimili equazioni alla rotta no' duo sopraddetti 
casi, quella piè generale sulla quale ora opereremo la dinoteremo per 
y = Kx -f H 

che pero sari (§.299.) 

j. scn. <f gon. <p 

SCO. (6 — ^ ) sen. # eoa. <p — cos y sen. 6 


sen. 9 
cos. 9 


lang.9 


sen.S- 


scn. 9 
cos. 9 


cos. 6 


seo.S — taiig-9 cos.S 


•e però 

K sen. a — K tang. 9 cos. A = lang.9 
che risolata riguardo a tang. 9 darà 


Ung.9 = . 


K seti.S 
K cos.S 


D' onde risalta, cho essendo lo stesso il valore della K nelle cquaz'io- 
ni a duo rett^ riferite a'medesimi assi , debbano questo esser fra loro 
parallele, come si verilìcava per gli assi ortogonali f§.2T7.). 

Od premesso : 

1“ Sarà facile rilevare , con lo stesso ragionamento de' §§. 279 o 
382 , che I' equazione a ta I retta quando passi pel punto dello coordina- 
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te « • /3 sia , analogamente a quella del $. 279 , espreaaa. da 
»— ^ = K(® — » ) 

E r altra di quella , che passi ancora per un altro punto dalle coordina- 
te »'• /3' sia 

11° £ per la parte di essa interposta tra tali punti , so n' ^ data I' o- 
epressiooc nel §■ 301. 

111° Or sicno analogamente al §■ 288. 

y = Kx + H 
‘ y — K'x 11* 

le equazioni a duo rette rìlerite a' medesimi assi obbliqui , che non es- i 
sondo parallele , pcrchi sono disuguali i coefficienti della x , debbono 
però incontrarsi ; si avranno , con lo stesso ragionamento del suddetto 
§. , le coordinate del punto d' incontro espresse da 

H' — H KlI'— K'Il 

K— K' * K — K' 

E si potrebbe similmente al §. 279 ottenere l’equazione di condizione 
per tre rette che s' incontrassero io un medesimo punto. 

1Y° E dal §.290 si rileverà facilmente, che per ottenere la tangente 
dell’ angolo in cui s’ inclinano tali rette basterà sostituire nell’ espres- 
sione ivi rinvenuta 

e — k 
i +ke 

invece di i , à* le tangciti degli angoli in cui inclinansi tali rette all' as- 
so delle X , che sono espresse rispettivamente da 

Kscn.a K'sen.s 

T+iT CO:».d ’ l-i-K' eoa. e 
da che si troverà per la tangente dell’angolo formato da quelle due retto 

[K — K') sen .ft 

1-f KK'-t-('K-t-K')cos.S 

V° Che se un tal angolo fosse retto, la sua tangente essendo infinita, 
il denominatore della precedente formola sarebbe zero . E però la con- 
dizione che esprimerebbe esser i’ una di esso perpendicolare all' altra 
sarebbe 

l+KK'-f (K-J-K';cos.» = o 
la quale nel caso degli assi rettangolari come nel §.293 , per essere al- 
lora cos. « = 0 , riterBa ad 

l-f-à*' = o 
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y\° AvendMi dall' equazione del nuronro precedente 
g,_ T + Keo8.» 

K coa.a 

r equazione della perpendicolare alla rotta 

y H 

verrà in gwierale esproaaa da 


y = 


1 + K eoa. a 
K + eoa. » 


*+lI' 


VII* E laddove questa perpendicolare passar dovesse pel panie 
{», fi] , la sua equazione sarebbe 

^ H" Kcos. ft 

»-^=-'K+cos;’6-^*~*> 


VIII°.Pcr ottenere poi la lunghezza della perpendicolare BY'[/'.?.JV]. 
che dal punto B delle coordinate BC [ /3 ] , CA ( > ) rirerite agli assi 
obbliqui AY , AX tirasi sulla retta LB , la cui equazione riTereodola 
a medosimi assi sia 


y = K* + H 

che però la sua ordinata GC corrispondente all ascissa AC ( a ) risulta 
uguale a Ka 4 - II t ò facile vedere , cho la BG essendo uguale a 
+ (BG — CG) , sccondochò il punto B si trovi fuori , 0 dentro 1’ ango- 
lo l‘LX , venga espressa da 

±(^-(Ka-fIl)^ 

Ed essendo nel triangolo BGY' 

BG : BY' :: 1 : sen, BGY' 

doè ±^i3-(K»+H)^:BY<::i;8en4a-v) 
si avrà 


BY' 


= ±(^-fKa+H)) sen.( e — f ) 


sen. 9 

sen. ( 6 _ ,p ) 
Quindi sostituendo avrassi 


Ma poiché K z= 7“' . • . s‘ *'a sen.( 9 — 9 ) = if";..*’’ 


— (Xa-f-ui^ sen.9 

= + -j: Z 


BV' = i 
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da valere il doppio aegno a render sempre positiva ona tale espressione. 

Al Cap. W. — La rieerca qui chiaramente esposta manca in tutto lo 
istitoxiooi di Geomtlria analitica ; ed è stala però cagione di smarri- 
mento anche per esperti geometri , per non aver saputo deciferaro un 
artifizio cosi semplice io trovarla adoperata da'moderni analisti alla co- 
struzione di alcun problema, tal che , per un esempio, nella soluzione 
data dal Gergoone di quello d’ Mcriesre i« *aa curva conica un triango- 
lo cò laH temienti a punti dati ( Vedi il Voi. VII. /Innole» de* Malhd- 
tnatiquei an.1816 , e le Concidcrasioni generali tu Ire difjieUi probi»- 
mi proposti nel programma diesai pubblicato nel 1839. ) 

Gli esempi che abbiamo addotti a rischiararla sono suIAcicoti allo 
scopo ; ma chi volesse vodemo ancor altri piò complessi , potrà riscon- 
trare l'opuscolo del sig. TrudiauipoiijoniifcrtUi e circouriUi aUo 
cune coniche con date conditioni , pubtdicato io seguito del program- 
ma suddetto. 

Al Cap. TU. a’%.da3tSa32S.— L'ordine piutlosto geometrico, che 
abbiamo tenuto , ónde pervenire dalla semplice definizione già nota del 
cerchio alla sua equazione generale , non solamente ha resa evidente 
l'eaibizionodi questa; ma nel cammino per essaci ha già somministrato 
duo proprietà essenziali del cerchio. Finalroento non abbiamo tralascia- 
to mostrare nel §. 320 il modo di |>oterla ottenete ad un tratto , senza 
pervenirvi per gradi , da che non si ha alcun risparmio , dovendo rifare 
lo stesso cammino retrogrado, a fin di assegnare lo equazioni particolari 
al cerchio delle quali coolìniiameote occorre usare nelle ricerche algo- 
brieo-geometriebe , come vedevi eseguito dal $. 323 al 32S. 

Non possiamo approvar poi ciò che suol tarai , di presentare innanzi 
a’ giovani geometri l' equazione generale di second’ ordine a due indeter- 
minate , come dinotante già una linea curva , per indi ricavare dalle 
modificazioni eh' essa può ricevere le specie di quella . E so coloro me- 
desimi , che cosi fanno , credettero necessario mostrare , che l' equa- 
zione di prim' ordine derivi da una proprietà della linea retta ; quanto 
più correva ad essi l' obbligo di farlo per questo primo iogradamonto 
alle lince curve . 

Posto ciò abbiamo con facillà , o brevità grandissima recato tutte le 
allèziooi del cerchio clementarmento dimostrate da Euclide nel lib.III ; 
la qual cosa conveniva tare , si perchè la cognizione di tutto quelle ve- 
rità era necessaria, c si ancora onde apparisse sempre la corris|H>ndeii- 
za Ira l' un metùdo e l' altro , e si giudicasse da' risultamcnti , e perù dal 
fatto del modo di advquatamcote adoperarli . Imperocché sono i metodi 
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gli ttrumenti che il geometra adopra per riuMire con tutta la perfexio* 
ne che rìchiedesi lo una qualche ricerca ; e aiccome ad iodustre fabbro 
acooverrebbe il voler tutto ottenere col solo martello , o eoo la sola li- 
na, 0 con qualunque altro solo rslrumenlo di sua arte; ma tal volta gli 
conviene adoperar l'uno, talvolta l’ altro, e spesso l'uno e l'altro accop- 
piare alla perfezione del lavoro ; cosi pure deve usar de' metodi il sa- 
piente geometra, tjuesto eselusivo potere e preminenza , ebeda alcu- 
no vuole darsi ad un metodo più che all'altro, è una pueriliti sol degna 
di chi non conoscendo che appena quel solo, non è nel caso di giudicar, 
re del valore degli altri . 

Nel dedurre con tal metodo le proprieli elementari del cerchio , ab- 
biamo avuto ancora un altro scopo , cioè quello di persuadere col fatto, 
essere una sciocchezza imperdonabile di taluni a'dl (f oggi , che ^i E- 
lemeoti geometrici si potessero in simil guisa comporre , per isUtoir- 
vi la gioventù con metodo puro analitico . Certamente , che io nes- 
sun libro di moderna Geometria analitica si vede l' argomento del cer- 
chio si prolungato , e trattato con tanta chiarezza ed evidenza , quan- 
ta noi ve n abbiamo posta.Ma pure chi non vede la mostruosità di pre- 
mettere allo verità elementari di Geometria pel cerchio i principi di Tri- 
gonometria , che da quella debbono dipendere ? e chi potrà mai con- 
cedere , che si assuma in Geometria , che una quantità divisa pel zero 
pareggi l' infinito . E se quest' idea paradossale dell' infinito tanto tor- 
mento ha dato a' geometri, per non poterla eliminare dalla natura delle 
parallelo , vorremmo obbligarci a fame un uso più frequente, e comu- 
ne in tatt' il resto della Geometria elementare , facendo perdere a que- 
sta il carattere di chiarezza , odi rigore che l' è proprio , per formarne 
la base della istituzione matematica , e che tanto si ammira da' sapienti 
nelle opere di Euclide , e di tutti gli antichi geometri . E si vorrà e- 
ziatulio trasportar nella prima istituzione geometrica tutte quello nozio- 
ni , che I' Algebra ci somministra , ed allo quali il nostro spirito si ac- 
queta appunto perchè da nozioni geometriche precedentemente bene 
stabilite no viene convinto , e risdiiarato . La Geometria si versa nel 
campo di cose reali , nè mai ha riconosciuto , nè può giustamente rico- 
noscere , ed ammettere considerazioni sugl' tmmagi'iuirj , che non sono 
più grandezze, e però interamente aliene dal suo oggetto. Essa ne'pro- 
Ucnii non ravvisa che possibilità, ed impossibilità ; e questa o gli vie- 
ne manifestata da un' attenta considerazione su i dati, o le condizioni del 
problema precedentemente alla soluzione di esso , il che costituisca 
quella dettrminaziofu, che precede I' analiti ytowKlrica del problema , 
u pure dal risultaniento di questa , eli' è un' altra Sficcie di dettrmina- 
siouc ; 0 liualmcnto dikUu iutersezioni delle lince che il costruiscono . 
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Yommmo damjuc privarla di un al gran pregio inaito ad cs»a , « del 
quale aUiùmo poi biaogno aperauaderci di que' riauUamcnti immagina- 
rj de' problemi , che con l' uso dell' Algebra otteiigonsi ? Ma in oltre , 
con>o si larà mai a persuadere le menti de' giovani principianti , che 
pure operazioni aritmetiche dieno luogo a conseguenze , e verità geo- 
metriche ; mentre in essi tal persuasione può solamente ottenersi col 
vedere , quando sieoo stati ben fondati nella Geometn'a , la corrispcn- 
denza di que' risultamenti alle verità e costruzioni in questa apprese . 

E ciò basti per I' uso elementare , che da taluni idioti in Geometria 
si pretende poter fare del metodo algebrico puro : ritorneremo poco 
appresso a discettare sulla forza , ed energia di un tal metodo , come 
mezzo di ricerca nelle cose geometriche , a fìn di deGnire quando , ed 
in qual modo debba utilmente adoperarsi. 

A' §§. SS7 a 332. — La maniera cho abbiamo tenuta no'S§. 327, 
e 332 per assegnare la tangente al cerchio , per un punto dato sia nel- 
la circonferenza , sia al di fuori del cerchio , ò semplicissima e rigoro- 
sa . Non cosi il modo adoperatovi dal dotto matematico francese Puis- 
sant , il quale cadde su tal proposito in un equivoco ( Propoi. de Géo- 
milrii §. i7. edix. del 1801 ] , dal quale , poiché egregiorum Aonu'num 
rtinm errata docent , come beo dicea il Leibnitz , a suo luogo trarremo 
argomento di utili considerazioni. 

Io oltre la riduzione , che abbiamo data dell’equazione alla tangente 
il cerchio nel §.328 , ci ha condotti nel seguente §. 329 ad una facile 
costruzione del problema , e ne’ §§.330 , e 331 a duo proprietà di tal 
tangente , per mezzo dello quali la costruzione del problema di ti- 
rar la tangente al cerchio per un punto dato nella cireonfereoza o fuo- 
ri di essa riesce elegantissima ed elementare . 

. A’ §§. da 336 a 5i0. — L' importante ed elementare proprietà del 
cerchio, risultata dal §.330, e che costitu’isce un degli ovvj luoghi gep- 
. metrici ad esso, necessario all’ analisi ed alla composizione di molti pro- 
blemi , e dalla quale ne vengono chiaramente e con brevità dedotte al- 
tre di pari importanza ne' §§. dal 337 al 340 , non vedesi recata , per 
quanto ne sappia , in alcuno de' trattatini di Ceometn'a analitica . 

E volendo per via più diretta pervenire ad ottenerla , propongasi a : 
Determinare tf luogo de' terliei de' triangoli potli su di una stella ba- 
se , ed acenti Io ifeuo angolo verticale ; vai quanto dire , che abbiano 
la medeiima somma degli angoli alla baie. 

Pongasi la base di essi triangoli = a, os’ indichino con k la tangen- 
te della somma degli angoli adjacenti ad essa,c con f, i' le rispettive di 
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I 

I 

I 

? 

f. 


I 



ciaMon di qaeati ; farà 


l + t* 


'.«però •* = 


à— I 


1 + 1 *» 

Or dinotino ir , y le coordinale ortogonali dol vertice di iin di qae’ tri- 
angoli rapportalo alla baso , e ad un ealromo di questa ; le equazioni 
corrispondenti a* lati del triangolo saranno 
y = I X 
k—t 


« da esse dùninando la I risulterà 


(x— o) 


y’ +x* + 4 y — ax = « 


dio vedesi appartenere al cercb» , e costruirsi nel scguoolo modo : 

Air un dogli estremi A della retta data AB £ ] ai costituisca V 

angolo BAZ la cui tangente sia-]^, cioè cho sia compimento a due ret- 
ti della proposta somma costante degH angoli alla base de* triangoli , « 
dal punto medio B della AB le si tiri la perpendicolare BO fino all* in- 
contro O con la perpendicolare tirala dal punto A alla AZ ; il cerchio 
descritto col contro O e col raggio AO soddislerA alf equazione pro- 
posta , e quindi al problema . Ed ò manifesto che il centra di esso 
cadrà al di sopra o al di sotto delta AB , secondo ebe la K sia positiva 
0 negativa , cioè l’angolo cui essa corrisponde sia acuto o ottuso. 

E questo procedimento di analisi analogo a quello tenuto por inci- 
denza dal Fergoh» nella noterella a piè di pagina dol §.167 delle Seuomi 
eonieht analitiche potrd>be dd pari adoperarsi per la data diOcrea- 
za degli angoli alla base • nel qual caso la locale è un' iperbole ^ come 
dagli Elementi conici ò pur noto . Intanto il commendator di Niew- 
port , nell’ appendice al suo trattato delle ejtiaxùmi a diffènense pania- 
li , impiega più pagine io 6° per risolvere un tal prubloraa col metodo 
a coordinale ; e par veramente eh' egli abbia mosso ogni studio in in- 
tralciar la via di una ricerca si semplice ed elementare . 

Il Newton proponendosi qnct primo problema nella prop. Al della 
sua AritA. Univ. pervenne in risolverlo ad un' equazione biquadratica , 
dalla quale no ricavò . scindendola no' suoi due fattori di secondo gra- 
do , l’ una al cerchio pel caso proposto , o l' altra all’ iperbole per quel- 
lo , come si è detto , della dilTercoza data degli angoli alla base . 


Sii. — La ricerca del §■ 361 poirèbbesi ancora ottener facil- 
mente nel seguente modo. 
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Preso per ane delle aseiase , come tempre ti può , la retta che pat- 
ta pel centro O e pel punto dato P [ fig.XN.] , \' equazione a tal retta 
sarà y = o ( X — » ) 

e quella della perpendicolare OD ad essa pel principio O delle aseitie 


tari y = 

e però la perpendicolare OD = 


a 

a% 

V (!+“•) 


Ma è CD* z= CO* — OD* = r’ 

1 -|- o* 

e PD* =PO* — OD* =**— 

1 -f o‘ 


Quindi + (CD* — PD’) = + ( r’ — «’ ) 

eioi di costante grandezza, e precisamente quanto EPA. 


À §§ da 346 a 356. — La soluzione del problema recato nel § . 316 
eì ha condotti nel seguente ad una importantissima proprietà locale del 
cerchio , dalla quale molto ricerche sul medesimo risultano immanti- 
nente dichiarale . £ noi abbiamo però voluto dedurne l’ altro teorema di 
non minor rilievo esposto nel §. 350 , e poi tutti quegli altri , che veg* 
gonsi nel §. 355. Di che mancano le ordinarie istituzioni di Ueomc- 
tria analitica . 


Al §. 346 — Volendo stabilire I' equazione 
uy -f- tx = r* 

senza ricorrere airinduzitìne ivi adoperata, basterà aweiiire.che doven- 
do la retta da essa rappresentata passare pe* ponti [x'.y') . [x",y") debba 
venir espressa da un' equazione della seguente forma e 2S3.\ 

U»_y« 

y» — y« t 

Ma — : n . come si ha sottraendo 1' equazione 

3tf — x" U 

uy" -f. Uef — r* 

dall' altra uy* -f- tx* = r* 

Adunque eseguendo tal sostituzione nell' equazione ( 1 ) , ossa diverrà 

t 

y — y'=- — (X — X<) 

J 
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lioi «y + I* = u/ + •** 

EperòMsendo «y'-fla:' = r* 

farà ancora t» y -j- < x = r* 

L' argomento esposto io questo problema , e no' teoremi che il se* 
guono trovasi ancora trattalo nelle Pecioni conicht atvtlitiche del Per- 
gola ( Vtgg. la noia a §§. , 144, 295 . 296 , 376 , 377 ), ed in 

quelle geometriche ( Si riscontri la nota alle prop.i6. /, 2. II, 32.111 
del col .III. del nostro Corto geometrico . ) 

Al Cap.YìU. — Alla prop.I.(^ 358 a 361) — Il l’uissant ebbe bisogno 
di un lungo calcolo per la soluzione di questo problema , e di premet- 
tervi come lemma le verità , che al nostro modo di trattarlo ne sono ri- 
sultate incidentemente ne' §§.360 e 361 , e che rendono il problema di 
una più elegante costruzione . Intanto non sarà fuor di proposito di qui 
porre a conlronto della soluzione algebrica recata la seguente altra geo- 
metrica, premettendovi il lemma, che quelle tre cungiungenii t’ interse- 
gano in un medesimo punto, ore ciascuna rìnuine divisa nella ragione di 
2 ad I : di cui eccone la breve , e facile dimostrazione. 

Si unisca la retta EF [ fig.4.N.'] , che sarà parallela a BC {i.El.TI. ) 
e metà di essa ; però anche la 1)0 sarà doppia di 0(ì , e I)G tripla di 
OC, e prendendone rispettivamente i doppj risulterà- AD tripla di DO. 
Che se le rette BF, CE incontrassero la AD, I' una in O, l'altra in o , 
sarebbe AD tripla di duo rette disuguali DO , Do. Quindi necessaria- 
mente le BF , CE debbono intersegarsi con la AE nello stesso punto O. 

Ciò posto ecco la soluzione elegantissima del proposto problema. 

Essendo date le due rette AD , CE , saranno ancor da te le AO , CO , 
che ne sono rispettivamente le due terze parti . Maò pur data la FO 
= </t BF. Adunque sarà data la AF (B. El, II.) , e quindi l' un lato .AC 
del triangolo . E lo stesso per gli altri. 

Alla prop. II. (§. 3SJ. ) •— Ottenute le coordinate del punto E 
[fg.42. ] , e quindi la AE , la costruzione del problema si potrà anche 
(tlettuarc elevando da E alla AE la perpendicolare BEC, ed applicando 
nell' angolo .ABC la perpendicolare data <JD . 

Ala un tal problema risolvesi geometricamente nel facil modo che 
'seguo . 

Essendo simili i triangoli ACF, BEA [fig.S.X.) . sta .AB : AC :: BE 
; CF ; ed è perù data la ragione di AB : AC . E similmente si rileverà 
data quella di B.t :EC ; sicché il triangolo ABC risulterà dato di «peci® 
[§.60. J. Laonde costruito il triangolo é A c conia data proporzione 
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de'lsti , e tirala fuIl’ un di essi la perpendicolare A d , si tagli da questa 
la AD uguale alla corrispondente altezza dui triangolo cercato : con- 
dotta per D la BC parallela alla be , sarà AB(' il richiesto triangolo . 

} 

M §. 366. — La veriti qui esposta dimostrasi goometricameute nel 
seguente modo . 

1 due triangoli BOD , ADC [fij.S.A. ] sono simili fra loro , [lercliò 
entrambi simili ad AOE ; e però sari OD : DB :: DC : AD, ed Olì x AD 
= DRxDC . Or se I’ altra perpendicolare CF intersegasse la AD nel 
punto o diverso da 0, risulterebbe ancora oDxAD = DBxDC = 
ODXAD. Dunque ec. 

Al §. 367. — Allorcbò sono dati di sito tre punti , il triangolo che 
si ottiene congiugnendoli è geometricameuto dato (§-73j ; ne v' ba biso- 
gno di altra ricerca per ottenerlo . Ma per gli usi della Geomtlria ana- 
lilica a coordinale occorre talvolta l' espressione dell’ aja di esso in 
funzione delle coordinate di que' punti : ed è questa la ricerca algebri- 
camente trattata nel presente problema . Si vede da ciò , che usando 
questo metodo ancora i dati che non hanno bisogno di determinanti , 
perchè determinati in loro stessi (cioè efettici) , convenga esibirli me- 
diante quelli ; il che uon puè che complicare la soluzione de’ problemi . 

Allapnp. F. (§. 370. ) — Nella Trigonometria fu già rilevata l’e- 
spressione dell’ aja del triangolo ne' lati [§-91-} , e qui vuoisi ottenerla 
per mezzo de’ determinanti di essi , cioè delle coordinate de' vertici del 
triangolo ; po’icbò di una tal formola si puè aver bisogno nella risolu- 
zione di certi problemi d’ iscrizioni posizionali di tal figura uul cerchio, 
o ancora nelle curve coniche . 

Intanto nella conchiusione di questo problema , si è anche mostrata 
la corrispondenza immediata del risultamento di esso con quello ot- 
tenuto nella Trigonometria ; al che abbiamo , sempre che ci è occor- 
so , posto mente , non sole per rischiaramento di dottrine a' giovani ; 
ma ancora per mostrar loro la facile corrispondenza , che si ba convo- 
nevolmento adoperando in una ricerca ciascun mezzo proprio ad ot- 
tenerla . Dopo ciò alle altre esibizioni già esposte dell’ aja del triangolo, 
nelle prop.l, 2, &, 5, aggiugneremo ancor quella derivante dal seguente 

Teorema. 

In ogni triangolo la doppia aja l media proporzionale tra il rettan- 
golo di due lati , e quello delle perpendicolari tirate ad etti da vertici de- 
gli angoli oppoili . 
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Compita la figura con le tre perpendicolari , li avrà [/ij.f.iV.] 
ABXCF = BCXAD 
e quindi AB : BC : : AD : CF 

a limilmente li rileverà 

AC : BC AD : BE 

Che però risulterà 

ABXAC : BC* :: AD* : CFxBE 
ond'è che ABxAC , BC X AD , CFxBE saranno in continua pro- 
poriione . 

£ questo bel teorema del Lhuilier riesce difficile dimostrarlo col me- 
todo analitico puro , come potranno i giovani assicurarsene tentandone 
per tal mudo la dimostrazione . 

Alla prop.Ff , t nota corrùpondtnit ^§§..T7I e37S. ) — Non ci siamo 
prevaluli nella soluzione dei problema della scelta degli assi indicata 
nel S.372. e molto meno dell' altra espressa nella nota , il che l'avrebbe 
resa , come qui vedesi , assai più semplice . poichò spesso occorre u- 
sarne nella forma generale , comenel§. 371 l'abbiamo trattala . 

Era poi necessario recare la riduzione fattane nel §. 372 ; poiché per 
essa agevolmente pervenendosi alla costruzione Euclidea del problema, 
risultasse evidente la corrispondenza dell' un metodo con l' altro . 

Al §. 373. — Se il centro del cerchio circoscrittibile al dato triango- 
lo congiungasi co' suoi vertici , si vede subito risultarne esso diviso in 
tre triangoli isosceli , le cui basi sono i lati rispettivi del triangolo , od 
i Iati il raggio di quel cerchio ; il che già stabilisce , per mezzo della 
formola ottenuta nel §. 370 , la corrispondenza delle coordinate del 
centro con quelle de' vertici del triangolo , che poi si sono per via 
più breve assegnate ; ed era perù conveniente far osservare che l' aja 
del triangolo proposto entrasse a comporre le espressioni di tali co- 
ordinate . 

AIU prop. VI e VII. ( 37i a 379. ) — Limitando lo scopo di ta- 

li problemi a rinvenire il centro del cerchio circoscrittibile , o iscritlibi- 
le io un dato triangolo , sarà facile a chiunque ravvisare la semplicità e 
l' eleganza delle corrispondenti soluzioni geometriche apprese negli E- 
lemeoti . 

Alla prop. VÌI. ( §. 577. ) — Può talvolta occorrere la soluzione del 
preseute problema nfereudusi a coordinate generali , come si era prati- 
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calo nel precedente pel cerchio circogerittibile al triangolo. Ma aiccomo 
una soluzione cosiflatta ne mena ad una lunga calcolazione , sebbena 
non diflicile , cosi non abbiamo creduto espediente , per l' occorrenza 
di qualche caso non ordinario , di complicare il presente argomento , 
io un trattalo elementare , e ci siamo però attenuti alla scelta di assi 
più proprj a pervenire al risultamento , da compararlo con quello già 
ottenuto nella nota al lib, V. della Trigonometria . 

Intanto non istimiamo superduo di qui aggiiignere , che consideran- 
do i lati . c , c*, e" come le distanze tra’ punti B' , B" ; B , B" ; B , B* 

[ fg.46. ] le espressioni di xf, t/, r ottenute nel S.S?/ diverranno 

*V[ac>— 4-a < 

aJ^ — »/3' -{-x"P ' — <■ «j3'' — a"/3 

/3«)* + V (*— »")*+(p— (3"J* + V’>»— /3')* 

ed in tal guisa le coordinate del centro , ed il raggio del cerchio iscrit- 
tibilo in un triangolo rimangono espresse solamente io fuoziooi delle 
coordinate de’ vertici di esso. 

AUa prop. TIII. 381.) — Non ostante la semplicità alla quale vi- 
desi da noi ridotta la presente dimostrazione algebrica del teorema pro- 
posto , ne recheremo di esso la seguente altra geometrica. 

Il punto 0 [/ij.tf.iV.] sia il centro del cerchio circoscrittibilo al trian- 
golo scaleno AMP , e l’ altro V sia il concorso delle perpendicolari tirato 
da’ vertici degli angoli di tal Ggura a’ lati opposti. Dico che il punto W 
intersezione delle congiungenti i vertici stessi co’ punti modj de’ lati 
opposti debba cadere nello VO. 

Si tirino da’ punti W , O lo perpendicolari al lato AP , cui è ancor 
perpendicolare la MVQ , e si tiri per V la VHK parallela alla AP. Pon- 
gasi in oltre , per brevità , MQ = A , AP = B ; dovrà essere WR 
A , come l’ è WL = '/i ML ; e per la stessa ragione 1’ è OL 
=: '/> MV = •/, ( A — VQ ) . Dunque sarà OT = OL — WR = 

’/sA — '/,yQ . E sarà poi OK = OL ■ — VQ 3c */,A — '/t\Q — A Q i 
— '/>\ — V»A’Q . Dunque sarà 
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M«è pure 
Adunque tari 


OK : OT 3 : 1 
LQ : LR :: LM : LW :: 3 : 1. 


OK : OT :: LQ : LR :: KV : TW 
E però il punto W dovrà cadere nella retta VO. 

Con. Si rileva ancora eh' etto punto cadrà ad un terrò della VO 
verto O . 


Alta prop. XI. ( $. S82. ) — Quetto problema vi ti è recato come 
lemma al aeguento , e può eziandio occorrere in altri casi. 

AUapn^.X.{%.383.a390.) — Nelle ricerche recate nel preicnte- 
capitolo di applicazione de' principi ttabiliti di Geometria analitica ab- 
biamo avuto tempre in mira di iceglier quelle , che davano luogo a 
qualche cooiiderazione importante per coloro che a' ittruitcono , e 
coltivano I invenzione geometrica ; ed è però che vi abbiamo trattato 
il presente problema dalla cui analisi può trarsi un canone ettenzialitsi- 
mo alla determinazione do' problemi , da alcuno finora non avvertito . 

Intanto giova osservare nella presente ricerca l' insufficienza diret- 
ta del metodo analitico puro , il quale come nel $.38à , e nella nota 
corrispondente si è fatto avvertire ci menerebbe a sviluppi di calco- 
lo interminabili , e penosi , e da' quali forse si otterrebbero risulta- 
menti s'i complicati da oro potervi aifatto ravvisare quella conseguen- 
za , che doveva condizionare i dati del problema , e cambiarlo.io teo- 
rema . 

Or il lig. Trudi occupatosi di tal ricerca subito ebbe ricorso ad un 
ripiego algebrico valevolissimo , di cui altra volta orasi ancor servito 
utilmente ( Vedi tf §. 12 del tuo bellùsimo lavoro su i poligoni iscritti 
e circoscritti alle curve coniche con date condizioni , ptdtblùato i» u- 
guito della risposta al 1° quesito del Programma ) , per mezzo del qua- 
le con un calcolo semplicissimo ne perviene alla desiderata determina- 
zione della pro|)OSta quistiooe . £ spiace vedere , che un tal ripiego u- 
sato dagli antichi analisti italiani ad abbreviare in alcuni casi le lunghe 
eliminazioni ne' problemi numerici non fosse stato più considerato ne’ 
progressi maravigliosi fatti nella scienza algebrica , e che solamente 
trovisi ripristinato nel nostro trattalo di Analisi algebrica elementare . 

Dalla riduzione ottenuta , si vede facilmente dedotta, nel $. 390. la 
relazione , che assegnò l' Eulero tra i raggi del cerchio iscritto , o cir- 
coscritto ad un triangolo , e la distanza de' centri , della quale trattaro- 
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iK> ancora altri illuitri geometri moderni, e che videsi por da noi reca- 
ta nella nota al lib. V. della Trigonometria , 

Al §. 390. Si tenga qui presente la deduzione di tal verità ottenu- 
ta nello scolio al problema risoluto nella nota qui sopra citata , ove nel 
eor. S. che la segue si vede con grandissima faciltà ricavato il teorema 
esposto nel §. J87. Intanto atteso la celebrità data a questo teorema , 
per essersene occupati tanti sommi geometri , ci permetteremo di qui 
recarne ancor un' altra elegante dimostrazione puramente geometrica . 

Sieno O , 0 [/!g.7.iV.] i centri de’ cerchi, nell' un do' quali è iscritta 
il triangolo At'B , che è circoscritto all altro , Si unisca la Ao , e pro- 
dottala in D tirisi per tal punto il diametro DOE , sul quale si abbassi 
da 0 la perpendicolare oT , e si congiungano le Co, oO. 

Poiché r angolo 0 CD = oCB -|- BCD , edéoCB=:oCA, e BCD 
= BAO=oAC ; perù risulterà I’ angolo oCD= oCA -f- oAC=CoD, 
e quindi Do= DC . Or essendo I' angolo CAD = DAB , sarà pura 
CBD = DCB,e però CV perpendicolare al dia metro- ED, e quindi 
Do* = DC* = EDXDV = 20DXDV , Ma è Oo* = OD* -f- oD* 
— 20DXDT . Dunque sarà Oo’ = OD* + 20DXDV — 20DX DT 
= OD* — 2 ODX 0 P . 

Dopo ciò non istimiamo fuori proposito osservare , che spesso negli 
animi de' più accorti e valenti geometri ingenerasi tal prevenzione di 
difficoltà per una qualche ricerca , da far loro sfuggire qua' mezzi da* 
quali potrebbesi facilmente ottenerla. Cosi fu per tanto tempo del fa- 
moso problema proposto dal Cramer del triangolo da iscriversi nel cer- 
chio co' lati tendenti a punti dati; e cosi l' è stato egualmente pel teore- 
ma suddetto della distanza de' centri del quale si è indicalo nel §. 390 
quanti illustri geometri se ne fossero occupati. E negli annoti del Ger- 
gonne voi. I. ( anno 1811.) si dice , che il medesimo era stato inviato 
a compilatori dal celebre Kramp senza dimostrazione, e che costoro il 
conoscevano ancor prima fin dal 1807 , per comunicazione fattagliene 
dal fu M. Mathieu professore di Matematiche , che il teneva da Mai- 
sonneuve ingegnere delle Miniere . Tutti costoro dunque ignorarono 
che Eulero e Fusa se ne fossero gran tempo prima occupati . 

Alt eguaz. (9 ) della prop. lO. Cap. Tilt. — Si è già indicato in 
questo luogo qual fosse il significato dell' equazione di condizione 
PQ -f- SH — P* = 0 

tra le quantità note di questo specioso problema, alla quale si è pervenu- 
to risolvendolo , e come esso rendendosi possibile a tal condizione de’ da- 
ti , li cangiasse immantinente in indeterminato, e però divenisse un teo- 
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rema come l' è stato enaneiato nel §. 387. E da questo caso noi trar- 
remo per altri simili il seguente 

C a H o n E. 

Vi sono dt problemi , che tthbine regolarmente propoeti , hanno però 
bitogno di una determinazione tra' loro dati, eia pel eito, eia per la gran- 
dezza di queeti , nella qual ricerca coneiete tutta la loro ancUiei , per lo 
più ostai difficile : ma che però pervenuti che eieei ad ottenere tal deter- 
minazione , pattano tenza intermezzo dallo stato S impossibilità a quel- 
lo d indeterminazione , divenendo teoremi . 

Di questa natura è il problema dello quattro sfere da iscriversi in 
una piramide triangolare , proposto per terzo quesito del programma , 
che noi producemmo nel 1839 ; e sul quale dovremo ritornare allorchò 
ripiglieremo questo stesso argomento negli Opuscoli matemaliei . Ma 
di tali problemi sarà più a hmgo ragionato nella terza dissertazione del 
voi. I. de' medesimi opuscoli , ove ci abbiamo proposto trattare l' im- 
portante argomento della determinazione no' problemi geometrici. 

A questo proposito noteremo ancora ciò che per altro è elemen- 
tarmente conosciuto f Vedi scoi, al probi. 7. cap. VI. lib. II. della no- 
stra Analisi algebrica elementare ), che se mai risolvendo un problema 
si pervenga in Gne ad un'equazione identica , essendosi regolarmente 
condotta r analisi algebrica di esso , cioè che non siesi nell' equazione 
ripetuta una condizione gii trattata nell' analisi suddetta ; sarà ciò un 
indizio che il problema abbia luogo per un qualunque valore dell' inco- 
gnita , e però risulti indeterminato , essendo il quesito una proprietà 
del soggetto da cui si voleva derivare ; e quindi eh' esso debbasi 
trasmutare in teorema . 

Alla prop. XI. ( §. 39S. ) — Per valutar convenevolmente la solu- 
zione recata a qsesto problema si dovrà tener presente ciò che si ò 
detto ne'§§. 391 e 392. 

AUaprop. XII. ( §§. 39i e 395 . ) — Per rendere in certo modo 
uniformi le ricerche sul quadrilatero a quelle sul triangolo , abbiamo 
recalo nella prop. 12. una proprietà di quello analoga all' esposta per 
questo nel §.360, e ne abbiamo in seguito indicate un numero di altre, 
lasciandone la dimostrazione algebricamente fatta ad esercizio de' gio- 
vani , a' quali non crediamo fuor di proposito di qui presentare le cor- 
r'ispondcnti facilissime dimostrazioni geometriche . 
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« TeobemaI. 

Ntl quadrilatero ABCD^fig.S.N.'] , le eongiungenti EG , PK i 
punti medj de lati opposti , e V altra LM de' punti medj L , M delle 
diagonali AC , BD e' incontrano in un medesimo punto , oce rimango- 
no bisecate ( pr. 12 e n. I. §. ,^5.) 

Imperocchà prìmieramente si vede , che congiunte le £F , FG , 
GK , RE la figura che ne risulta debba essere un parallelogrammo , 
mentre le £K, FG debbono risultar parallelo alla stessa AC {2.EI.YI.), 
e le £F , KG alla DB . Adunque le EG , KF , che ne sono diametri , 
dovranno bisecarsi in U. 

Ed essendo L , M i punti medj delle diagonali AC , RD , congiunto 
le FL , LR , KM , MF , per la stessa ragiono di poc’anzi , sarà paral- 
lelogrammo ancora il quadrilatero FLKM ; e però le diagonali FK , LM 
dovendo bisecarsi vicendevolmente , dovrà la LM passare pel punto U 
medio della KF. 


T E 0 ■ E K A li. 


I quadrati delle diagonali AC,BD [/tj.S.fV.] del quadrilatero ABCD 
tono il doppio di quelli delle eongiungenti EG , FK i punti medj de' lati 
opposti di esso ( ». II, §, 39S.) . 

Dw. Congiunte, come nel prec. teorema, le EK, KG, GF, FE, la G- 
gnra che risulta è un parallelogrammo , ed AC doppia di EK , DB di 
KG . Quindi i quadrati di AC e di BD sono il quadruplo di quelli di EK, 
KG . Ma questi sono il doppio degli altri di EH , HK ( A. El.II. ) , di 
cui sono quadrupli quelli di EG , KF. Adunque i quadrati di A^ , BD 
risultano doppj di quelli di EG , FK. 

T EOE EX A. HI. 


La somma de’ quadrati delle diagonali di un quadrilatero , col qua- 
druplo quadrato della congiungesste de' loro punti tneij i quanto la som- 
ma de’ quadrati de' lati ( n.lll, ^.395. ), 


Impotocchò essendo [fig.9.N. ] 


lari 


AB* + BC* = 2EA* + 2EB* 
CD* + da* = 2EA* -f 2ED* 


(A. El. II. ) 


AB* -f BC* + CD* 4- DA* z= AC* + 2EB* + 2ED* 

= AC* + BD* + 4EF* (A.EUI.) 


Chi dunque non si dovri maravigliare che di questo teorema sempli- 

e 
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Gissimo , la cui dimostrazione qui recata è l' immediata conseguenza di 
una proposizione elementare di Geometria , il Puisaant ne abbia data 
una assai lunga ed intralciata con l' analisi a coordinato , nel suo Kt- 
cueil dt divenci propotiliont de Géomitrie pag. Si , attribuendola come 
altri all' Eulero . 

Te OHE MA IV. 

fgualtro punti nc’jtmli s’ incontrano due a due le Weecan/i gli an» 
goti interni o gli esterni di un quadrilatero sono netta circonferenza di 
UH cerchio { n. IV. e VI. §. 3H5. ). 

Sieno AH , I)F , GF, BII [ fig.iO.X. ] le bisecanti gli angoli interni 
del quadrilatero APCB , clic inconirinsi vicendevolmente in E , F , 
G , Il , e per brevità s indiciiino con 2ir gli angoli rii un triangolo . 
Sarà l'angolo HEF = DEA =2r — ■/, ( AIK’. + DAB } ; e si- 
milmente sarà 1' angolo G = — •/, (DCB CBA ) . Quindi sarà 

HF.F-f HGF=4ir— ./.(ADC4-DAB-f Dr.B-}-tBA)=W— 2a-=2ir 
E però il quadrilatero EFGII risulterà iseriltibile nel cerchio , ossia po' 
punti E , F , G , H passerà una circonferenza . 

Siene ora prodotti i lati AD , BC di tal quadrilatero , e bisecati gli 
angoli esterni , come la figura rappresenta , ne risulti l'altro quadri- 
latero E'F'G'H' ; sarà un retto l'angolo EDG' , come risultante dalle 
metà de' duo angoli ADC , CDK , Ed essendo del pari retto I' angolo 
EAG' ; j due angoli in E , G' dovranno compiere duo retti . Lo stesso 
per gli altri in G , E'. Adunque i quattro angoli E , G , E', G' compio- 
no quattro retti : e snn due retti quelli in E , G . Laonde ancor due 
retti saranno gli altri in E' , G' : per conseguenza ancor quelli io 
F' , H' ; c però pc' punti E'. F', G', 11' passerà una circonferenza . 

Teorema V. 

Se le quattro kittcanli gli angoli di un quadrilatero s' incontrino in 
Ufi punto , il quadrilatero risalterà circoscrittibile al cerchio di cui quel 
punto n' e centro ( n. V. §. S9S. ) . 

La dimostrazione si fa analogamente a quella della prop.4.£l./r. 

Teorema VI. 

/ tertici corrispondenti de due quadrilateri che risultano bisecando 
gli angoli interni , o gli esterni di un quadrilatero sono allogati in uiM 
retta ( n. VII. §. 393 ) . 

Jmpeiocchè sia il quadrilatero ABCD [/ij. //. JV. ] , c prodotti i la- 
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ti AD , BC Rnchè a’ iacontrìiio in 0 , si biaeclii l' angolo AOB per la 
OP , aarà questa retta si il luogo do' concorsi H , F delle bisecanti gli 
angoli interni del quadrilatero , che quello degl’ Incontri delle bisecan- 
ti gli angoli esterni del medesimo ; essendo ciascun di tali punti di con - 
corso il centro di un cerchio che tocca i tre lati del triangolo , il pri- 
mo da dentro di esso , il secondo al di fuori ; Il che dimostrasi come 
nella prop.i. El. IV. E similmente , prolungando le AB , DC fino ad in- 
contrarsi in (V , la retta che biseca 1' angolo O dovrà passare per 
E , G , e per G' , . 

Aggiugnoremo a' prcc. teor. sul quadrilatero ancora il seguente 
T BOBE ma VII. 

Ss due rette di data grandezza i inteneghino tempre in uno flessa an- 
golo ; <1 quadrilatero ehe ti ottiene congiugnendone gli etlremi tara dato. 

Siene AC, BD [/ìj./S.fV.] tali rette, che s' interseghino in 0 nell' an- 
golo AOB , e sia ABCD , il quadrilatero che ne risulta nel suddetto mo- 
do . Tirate dagli estremi A, G dell’ una di esse AC le perpendicolari AP, 
CQ sull’ altra DB si avrà AO : OC :: AP : CQ , e componendo e per- 
mutando AG : AP CQ :: OC : CQ . Ma la ragione di OC : CQ è co- 
stante ovunque prendasi il punto O nella BD , a comunque questa vi 
si tiri scambiando le parti AO , OC , serbandosi però essa sempre pa- 
rallela alla AC . Adunque sarà ancora costante la ragione di AC ; AP 
-f- CQ ; che però non variandosi la AC la somma delle perpendicolari 
AP,CQ risulterà sempre la stessa . Laonde il quadrilatero ABCD, 
che è quanto ■/> DB ( AP -{- CQ ^ avrà sempre la stessa grandezza . 

.ei li T S R. 

Sia AO = a , OC = & , OD = c, OB = d , sen.AOD =sen. COB 
= sen.f. I quattro triangoli AOD , AOB , BOC , COU risulteranno ri- 
spettivamente uguali ad ‘/.ae sen.<f>, ■/,odsen.ip,'/,<id sen.v, ‘/,bc sen.v, 
e la loro somma , cioè l’ aja dal quadrilatero , sarà ■/. ( ac -f- ad bd 
-f- bc ) sen.if = •/,( o 6 ) ( c -j- d ) sen.o ; e però costante.' 

E dalla precedente formola si rileva, die se fosse data I’ a>a ài’ di un 
quadrilatero , e ciascun de’ suoi due diametri P , Q ; sarà dato 1’ angolo 
in cui questi debbono costantemente inclinarsi , ed espresso da 

2M’ 

scn.v=-p^ 

Abbiamo qui recalo un tal teorema ancora perchè i giovani potesse- 
ro paragonare ciascuna delle dimostrazioni che se no sono date , con 
quella orditagli dal Puissant nell* opera poc' anzi citata , §. 29. 
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Alle biceechb teàttatb REt cap. tiii. 

Ciascuno che riguardi le analisi de' problemi , e teoremi recati in 
questo capitolo , e le ponga al confronto con le stesse da' più distinti a> 
iialisti moderni prodotte in loro ben elaborate opere , rimarrà convinto 
della preferenza che meritano le nostre , perchè conseguito con mag- 
gior brevità , e chiarezza. Con tutto ciè paragonandolo allo corrispon- 
denti rilevazioni goometriche , che ne abbiamo espressamente recato 
nello precedenti note , si avvedrà di quanto queste superino in ele- 
ganza ancor quello ; e spesso ancora troverà superfluo, che noi ci fos- 
simo immersi in tanto calcolo , ed in tante considerazioai dillicili per 
cose che la Geometria presentava quasi per intuizione , Ad evitare 
la qual taccia , noi non abbiamo tralasciato mostrare in qualche caso 
il motivo del nuovo procedimento algebrico , che avevamo adoperato . 
hiè potrà fare a meno di osservare , che io molti casi , de' quali uno 
no presenta la prop. 10 , senza un particolare artiflzio tutto proprio 
dell' ingegno dell' analista , e non soggetto a regole , si sarebbe rimasto 
insufflciente ogni sforzo a condurre a fine la richiesta soluzione del 
problema. 

£ quanta maggiore sproporzione non ravviserebbe ancora in altro 
ricerche , le quali mentre con I' un metodo risultano elementari , ed 
intuitive , usando il metodo analitico puro riescono difCciiissime . Cosi 
chi non vede intuitivamente , che : Il luogo geometrieo di un angolo da- 
to , i cui lati tocchino tempre un dato cerchio , tia un altra circonferen- 
za di cerchio concentrica alla prima : e pure la risoluzione di un tal 
problema risulta ben lunga e penosa , quando si volesse con quel me- 
todo trattare , come qui in fine mostreremo. Si dirà però, che per mez- 
zo di questo si perviene uniformemente ad assegnar quella locale e- 
ziandio per le altro curve coniche , la quale risulta per la parabola u- 
na curva dello stesso ordine, o per l'ellisse, e l'iperbole del f«at^ 
to ( Vedi Vergola Sezioni Coniche analitiche dal §. 283. al 289. ) . 
Ma chi mai sarà si strano da rinunziare al gran beneflzio della cono- 
scenza intuitiva di una cosa solo per ottenerla uniformemente ad al- 
tre allini , e per vie lunghe , e tortuose t Sarebbe bella a vedere , che 
per condurre la tangente al cerchio , da un punto nella circonferen- 
za , 0 fuori di osso , si volesse per uniformità dedurla dal metodo gene- 
rale per condurre la tangente ad una curva qualunque ; della qua- 
le stranezza non v' ha geometra , che non si richiamerebbe . Si con- 
viene ancora da tutt' i moderni analisti della faciltà o chiarezza del 
metodo geometrico puro sull' analitico puro ; ma a vantaggiar questo si 
adduce l' uoifurmità de' priucipj , che vi si adoprano , e 'I piccai nu- 


Digitized by r'.ooglc 



Note 


XXXVII 


mero di essi , mentre por l’ uso del primo si esigè un vasto numero di 
conoscenze preliminari, e mentre tanto più facilmente si riesce in qual* 
che ricerca , quanto maggiore sia il numero di quello . Noi non vo- 
gliamo qui entrare in esame so non sia un gran male il fare svanire , 
se pur potesse succedere , questa necessiti di dare al nostro spirito un 
grandissimo slancio all' invenzione , facendogli acquistare quel gran 
numero di veliti , che formano per esso un bello e magniGco cor- 
redo , e che non solamente gliene preparano un grande aumento , 
jna il rendono spessissimo soddisfatto in vedersi schierati innanzi tan- 
ti mezzi, per ottenere l’intento , e questo comprovato io modi diver- 
si . Ma faremo solamente osservare , che siffatta uniformiti di princi- 
pj , e quel ristretto numero di essi , ci obbliga a rimontar troppo alto* 
per ciascuna ricerca, e spesso l'implica in aggiunti, che le sono affatto 
estranei , e che la rendono però assai difTicile . Tal' è per esempio il 
caso semplicissimo della prop.6 geometricamente trattata . Senza dire , 
che molti sono i casi , ne' quali la strana forma di determinanti , che 
con tal metodo conviene adottare , e l’ uso de’ luoghi geometrici aftatto 
sconvenendosi alla ricerca proposta , questa rimane con tal metodo pre- 
clusa, deludendo l' analista nella sua aspettativa; nò potoxlo (^tene- 
re un intento possibile , e forse ancor facile , quando un’ altra strada 
da pervenirvi non gli sia nota . E ciò avviene precisamente ne' teoremi, ^ 
e ne problemi di pura gmndtsza , ove affatto non si convenga alcun si- 
to , che necessariamente vi addirebbe l' uso delle locali . E di tali ri- 
cerche spesso veggonseoe notate da' più accorti e diligenti analisti 
moderni . E di fatti il Lhuilier si è spesso veduto in obbligo , nella sua 
elaborata opera de t Analya jiomèUiqut , et del Amli/te agibrique, a 
dire , che non credeva conducente , e talvolta ancor possibile ottener- 
ne taluna col metodo a coordinale. 

Ma senza ricorrere alle autorilì di sommi geometri , basterà a con- 
vincerne il tentar di risolvere con quel metodo i seguenti probiemetti 
elementari. 

PsoBLaxal. 

Cotlruirt il triangolo rettangolo di cui eia data la somma di eiatcun 
cateto col eegmento elella bate adiacente o alterno , prodottovi dalla per- 
pendicolare tirata ad eeta dal vertice. 

Sia BAC [fig.iS.lV.] il triangolo cercato in cui dal vertice A dell'an- 
golo retto si è tirata alla base la perpcndicolaro AD j o sia 
AB -{■ BD = f 
AC -1- CD = j 
BC =« 
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Sarà AB + AC x := f 3 

cd AB + AC =f+g — » 

_ Facciasi AB =■/,(/■+ J — * ) + y 

sarà AC= •/.(/■+ ff—x) —y 

Ed esseodo per I' altra coDdizioae del problema 
AB*+AC‘ = BC* 

■/>{ /■+ ff — * )* + 2y* = *■ 


si avrà y = V (•/.»* — ‘A( f + 9 — * )’) 

eqaiodi 

AB= ■/.(/■+ j-x) +V('A*’-'A(f+9-*)’) 
AC = '/.(/+9-*)-VC‘A**-'Aff+9-»;’> 
BD = /• - ./,(/■+ j - X J ^ V0 a*‘- 'A(r+ 9 - * )’) 
DC = j — ■/.(/+ j — X ; + V('A *• — 'Af/" + 9 — ® ) ■) 


Or AB* — AC* = BD* — DC* 

Adunque si arrà finalmente per equazione al problema la seguente 
ifgx' + ^{f+gYx = {f+g)* 

£ con pari andamento di analisi algebrica si perverrà all' equazioo» 
per r altro caso di AB -|- DC = A 

AC + BD = à 

la quale però risulterà del quarto grado. 


PnOILESIA li. 

Cotirumguelirùmgoloisoiceledieui sia dato il perimtlro e t aja , 
che com’ è evidente riducesi all’ altro. 

CoiHiuire il triangolo rtUangolo ADB [ fg.l4M- 3 ■ data la somma p- 
di AB , BD , e f aja m’ . 

Pongasi BD = x, sarà DA = ?!!L . , e BA = — 

X a 

e però avrassi 1' equazione 

— V ( + òm' ) X = p 

X 

che ridotta convenevolmente diviene 
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E di qae»li eMRipi potremmo moUiplicame il numero a piacere . Ma 
ci basii per lutti notare , che la Geometrìa analitica a due coordinate 
manca niente meno che della soluzione de' due problemi fondamentali 
per quelli di terzo e quarto grado , cioè della trìiezione dell angolo , ' 
e delle due medie proporzionali , e dee necessariamenlo ripeterla dalla 
Geometria antica, o dalla Cartesiana , che ne posseggono a dovizia ele- 
gantissime soluzioni . E qui per compimento recheremo due soluzioni 
vici problema enunciato nel principio di questa nota , l’ una del prof. 
Grimaldi, l’altra del Trudi ricavala da quella da lui regolarmente 
fattane con questo metodo analitico per le curve coniche io generalo 
(Vedi probl.ix nella Jlfemona su i poligoni itcrìtiie eircoecritti alle cur- 
ve coniche con date condizioni , in seguilo al programma da me pro- 
posto nel 1839;. E da questa andremo a mano a mano ricavando op- 
portunamente alcuni importanU principj di scienza necessari a con^ 
scersi da chi iratu ricerche geometriche principalmente con tal mete- 
da. Sarà questo l' ultimo argomento chequi olTriremo a comprovare 
sempre più ciò che ha formato lo scopo della presente nota. 

PaonLBaa 111. 

Determinare il luogo del concorso delle tangenti a cerchio , che com- 
prendono un dato angolo f . 

1*. SOLUZIOIVE. 

Sieno ( * . ^ coordinate di due pnnU di conUtIo , ed 

« . y . quelle del loro incontro , cioè di un punto del luogo cercato.' Le 
rispettive equazioni delle Ungenti il cerchio io que' punti saranno 
-f- = r* 

/S'y -f- a'x = r* 


dallo quali si avrà 


0 quindi 




fi'a — fio' 
(«— «')r ' 


J ' ' 

E poiché i punti ( oc , /3 ) > [a' , fi'] stanno nella circonferenza del ccr- 
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cbio del raggio r , dorranno aver luogo per essi le equazioni 

+ »’ = r’ (2) 

/3<* + *'•=«- (3) 

che peri ae dopo ariloppati i quadrali del numeratore dell equazio- 
ne ( 1 ) vi si faccia la sostituzione dì r’ invece delle quantità indicate 
da’ primi membri delle equazioni ( 2 ) , ( 3 ) , si avrà 
, /2r> — + 

*•+»'=''(- (,3<.-/3.r' V 

Cì4 posto si moltiplichino membro con membro le equazioni ( 2 ) , ( 3 ), 
e si aggiunga a ciascun prodotto la quantità — 2/3/3'«»' , ai otterrà 
{/3'» — ^*')> = r4—(/3|3' -!-««')• (5) 

e cambiato per mezzo dì questa il denominatore dell' equazione ( à } 
onesta diverrà 

ir* 


- r»-[pp' + M>ì 

Io oltre essendo (290) 

/3'« — /3»' 

Nzà /3>» — /3«' =tong.^(/9^ + ««») 

e {^» - /3»')* = tang,>( /S^ + ««' )■ 

da che l' equazione ( h ) rimane trasmutata in 

(t«ng-*?+ i) ( ^/3'+ a»' )'=r* 
sec.>,( 

r* 


( 6 ) 


o sia 
d* onde 
Adunque 


(5/9'-!-**'= + 
sc'+y‘ 


aec. v> 
Sr* 


.= i r’cos.9 


2r* 


(7) 


E poiché 
ai avrà 


r* {i i cos.f) 1 i C0S.9 
cos. V = 1 — 2 sen* •/, qi 

2r* 

' ^ 1 ± 1 + 2 sen.* V .9 

e prendendo una volta i segni inferiori ed un' altra i superiori, s i avrair* 
no le due equazioni 

1- o;*-Hy* = — ■ 

sen,* </,f 
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a’ + y’ = 


r' r* 

1 — fton- • '/,<p cos.’ '/.<p 


che sono a due cerchi concentrici al proposto , l uno del raggio — 

sen.‘/, uf 

f 

r altro del raggio ; — , e che , com’ è chiaro , rappresentano le 

eoa. <p 

duo locali , r una per l' angolo dato <p , l' altra pel suo supplcmcn- 
tale 27T — ^) . 

E ciascun di essi si costruirà facilmente tirando al cerchio ovun- 
que una tangente , ed inclinando a questa dal centro due retto I' una 
che vi vada a formare 1’ angolo del sen.'/.ip 1' altra del cos.'/,o. 

Ma chi mai sarà si strano da voler preferire una ricerca algelirica 
si lunga . con un corredo di tante verità superiori agli Elementi . per 
ottenerne uca conseguenza che proposizioni elementarissimo dcllih.III. 
di Euclide danno presso che intuitivamente. 

Passiamo intanto a riguardarlo per la seguente 


Altea soluzione. 


Si dinoti con n la tangente dell’ angolo dato f , o sieno t , u le coor- 
dinato pel vertice di esso . ( » y' ) , ( tr". y" ) quello do' duo contatti. 

Presa pel cerchio proposto 1' equazione 

y* + a:'=r* (1) 

quelle delle due tangenti esso costituenti itati dell'angolo <p saranno 
( 328. ). 

ac* r’ , r’ 

• 5 =-^“' + 7 ■ + Y 


(2) 


e porò si avrà ( 290. J 

— x^\f 

y<y" + ir>X^ — " 

Ciò posto , r equazione della retta fra' contatti , polare del punto 
(t , « ) , essendo ( 3à6. ) 

uy -f- to = r’ ( 3 ) 

eliminando la y tra questa o la ( 1 ) si avrà 


*• — 


2r*l , flr-— «•) 

= 0 


«* + «• ■ «• + 1» 
lo cui rad'ici dinoteranno le ascisse af , xf' de' punti di conlalto : sicché 
ponendo per brev ità 

«• .f (• _ r' = s* ( i ) 

risulterà 


I 
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*' = r 


>u +'r» 


x" = f' 


H — «u 


u» ’ ” u* + <• 

E da questi talorì delle ascisse pe’ suddetli punti , per mezzo dell’ e- 
quazione [ 3 ] , si perverrà ad ottener quelli per le corrispondenti ordi> 
nato , cioò 

ro — »t ru + *< 

•' u>4-c ’ tt’+f 

E sostituendo gli uni e gli altri nell' equazione (2) si otterrà la seguènte 

2r 

s* + — s = r’ { 5 ) 

fi 

che risoluta otTre per i i due valori 

s = -^(-l±V(«+»’)) (C) 


Fd elevando a quadrato l' equazione ( G ) , e combinandola con la ( i ) 
si avrà per la locale richiestala seguente equazione 

«• + f=^’(i + »’ + V(i+"*;j (7) 

eh’ è al cerchio ; o clu! per cagiono del doppio segno del radicale ne rap- 
presenta due diversi , come doveva elTettivamenteaver luogo ; poichò 
la n tangente dell'angolo 9 I' è ancora di 2if — 9. E sebbene per 
questo risulti negativa, nulladimeno non essendovi nell' equazione [ 7) 
che il solo quadrato della n , rimano essa inalterata no’ due casi , i 
quali debbono però risultare indicati e distinti , come si è detto , dai 
segno del radicalo . 

2. Volendo costruire essi cerchi identicamente alla maniera facile e 
piana , che ne olTriva la prima soluzione , si ponga m = tang. ■/, 9 , 
2 nt 

sicché si abbia n = ^ — , e fatta la sostituzione di tal valore di 


n nell' equazione [ 7 ) , e quindi eseguito le ovvie riduzioni , e poi la 
trasformazioni risultanti dal valore trigonometrico della m , si ridurrà 
essa in ciascun de' due casi allo seguenti rispettivo 


li* 4- «’z= r’ ( 1 + m‘ ) = 

cos.*'/.9 

li’ r = — ( 1 + W ) = 

3. So taluno giunto che fosse all' equazione ( 5 ) , eh' ò già quella al 
problema , vi si fosse arrestato , semplicemente restituendovi per s* , a 
le loro equivalenti espressioni prese dall' equazione (4) , c poi liberan- 
dola dai radicalo , sicché per tal procedimento fossa pervenuto all c- 
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+ 2«T + H - —(1 + n') (h- + »■) + —( 1 + »•; = o 

fi fi 


avrebbe potuto di leggieri giudicare , che la locale ricliiesta Tosse una 
curva del qwiri ordine , come di fatti ha luogo pel caso del problema 
proposto sull’ ellisse , o l' iperbole . Ma atleutamentu esaminandola si 
perverrà a scorgere , che essa sia scindibile in due fattori di secondo 
grado , precisamente quelli compresi nell’ equazione [ 7 ]. 

la fatti si osservi , che i primi tra termini di essa costituendo il qua- 
drato di ^ t* , può perù la medesima porsi sotto l’altra forma 

(u> + |.j. _ ±l[i +«.) (*. +r) + ^(1 + n* ) = o 
Il fi 

S onde si ha 

u* -f f = -f n- + V m- n- ) ) 

che sono come si ò dotto io due dell' equazione ( 7 ) . 

ò. Le precedenti considerazioni no mostrano quanta accortezza bi- 
stqtni in trattare un problemetto elementare, per non essere indotto 
in equivoci da’ suoi risultamenti ; e serviranno però di norma a ren- 
dere accorti i giovani analisti nelle ricerche le quali verranno da essi 
trattate principalmente con l’ analisi pura , la quale considerando , por 
la sua natura , le condizioni del problema separatamente , ed espri- 
mendone ciascuna nella sua corrispondente forma algebrica, dee poi ri- 
correre di necessità a' metodi di eliminazione per inchiudcrie tutte in 
una sola , che rappresenti quella al problema proposto . 

Cosi per quello che abbiamo qui trattato concorrono ed esibire I’ c- 
quazioue Duale nientemeno che cinque equazioni di condizione , cho 
sono 

1*. «y* 4- te* = r* 

2 «. ny" + I®" = <■’ 

necessario ad esprimere le relazioni per due retto tangenti il cerclii» 
che incontransi nel punto delle coordinate ( , u . 

L' altra 




» = Ung.y 


y''/ + 

che rinchiude la condizione che quelle rette comprendano l’ angolo datov 
Finalmcnto le altre due 


y" -f =: r* 

5*. y“* -f = r* 

fono necessarie per la condizione che i punti di coolalto [x! ,\f y, 
{ a" , ìf ) esistano nella circonferenza deli equazione y’ -^- a-’ = r‘. 
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E qui comincia la maggior diflìcoltà del problema , per dover libe- 
rare tali equazioni dalle coordinale a', y'; x",yf' do' punti di contatto , 
intruilolle semplicemente per condotta del calcolo, mentre 1' c<iua- 
zione al luogo ricliicsto dee contenere solamente le coordinato di essa 
c le quantità note del problema , cioè lcl,«,elo r,«.E però il 
]iroblenia trovasi ridotto ad un arlinzio di eliminazioni, o quindi sogget- 
to alle imperfeziooi che presentano questi metodi ; o puro bisogna ri- 
correre a particolari artilizi , die sono assolutamente dipendenti dalla 
sagacia , ed espertezza dell' analista . 

Chi desiderasse conoscere la storia delle diverse soluzioni di questo 
spi'cioso problema , per le curve coniche , potrà rinvenirla nelle no- 
stre note alla terza edizione del trattato analitico delle Sezioni Coniche 
del l'ergola ( a JjJJ. dal òdò al 3S9 ) , ove troverà eziandio una solu- 
zione del prof. Cnmaldi col metodo analitico puro , pel caso della para- 
bola , ed un' altra geometrica eicgantisssima dello stesso BO conscrvia- 
u.o per produrla nel luogo che le sarà proprio. 

CONCIIIUSIONE. 

Ila tutto l'esposto finora conehiuderemo, come sempre abbiamo dello» 
che convenga coltivare il metodo analitico puro, e cercare sempre piò di 
perfezionarlo , seguendo le orme ben segnate da tasti illustri analisti 
principaImcBie francesi nel corso del secolo attuale ; ond'i che al pre- 
sente assai più perfetto ed attivo si ravvisa , che non lo era nel princi- 
piar di esso . Che il medesimo riesco utile in dimostrar molti teoremi 
diflicili , e nel condurre le analisi di que’ problemi i cui dati, e 'I quesi- 
to pussono a determinanti di sito convenevolmente ritcrirsi.Cbc talvolta 
ancura sia assolutamente necessario per talune ricerche geometriche , 
nelle quali affatto non si ravvisa un qualche punto cui vada annessa la 
loro soluzione , corno l'ò per appunto il problema trattato nella propo- 
sizione 10 ; ed in questi casi un tal metodo rendo veri servigi alla 
scienza geometrica . Ma cl»! sarebbe stranezza imperdonabile il pre- 
tcii.'lerc , ebe [lussa tenere un imporo assoluto nell’ invenzioue geo- 
metrica , c valesse a far dimenticare affalto gli altri metodi , non esclu- 
so il CarU'.siano di cui è derivazione . £ finalmente conchiuderemo co- 
me r illustre Cramur in un caso inverso dell' attuale ( Introd. a f Ana- 
lysc des liijncs courbts al'jébrùjuet ) , essere una vera follia di taluni 
de’ tempi nostri di ilisprezzare tiitf i metodi per l'invenzione matemati- 
ca , riducendo tutta la loro scienza a quel solo che imperfettamonto 
possono conoscere , e die hanno appena dementarmeoto appreso . IL 
qual disprezzo nasce in essi dall' iuipussihililà di poter iiilcudete le o- 
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pere profonde degli antichi, c le prodotte da' moderni a tatto il passato 
secolo , anche perchè , per l' attuai sistema d’ istituir la gioventù nel- 
lo scuole , ignorano essi la lingua in cui quelle sono scritte . So^io- 
gnendo con lo stesso illustre geometra ed analista che : le verità ma- 
Umaticht no» sono il facili a rinvenirti , che debbati far merito di 
chiuderti alcuna delle ttrade che possono condurvi . 

£ per non divenire infiniti in ripetere uno ad uno i scotimenti uni- 
formi di tutti i sommi geometri su questo proposito, ci limiteremo a 
recar quelli che ci troviamo alle mani , dol Newton , il quale cosi 
chiudeva il suo trattato di Geometria analitica : Algue haclenut va- 
ria evolvi problemala ■ In teientiii enim additeendit protuni esempla 
magie quam praecepta. Qua de cauta tn hit futiut expatiatut ausi. Sei 
ci aliqua , quat inter tcribendum oecurrebant immiieui sino algebra 
tolula , ut intinuarem in proUemalibut , quae prima fronte difficilia 
videntur , non temper ad algebmm recurrendum esse. Del do I' Hopital, 
che dopo aver , nell'esempio 1. lib. Vili. 5<c(toni coniquet , risoluto . 
servendosi del calcolo , il problema di : Trovare il luogo de' punti da' 
quali tirando a due rette di tito le inclinate a eiateuna in uno eletto 
angolo , e verto la medeiima parte , quette riiultino tempre in data ra- 
gione , si credè in obbligo di soggiugnore : » Je n' ai resola cotte que- 
» stioD par le calcili , que pour la rapporter a la proposition gèoéra- 
» le, et commencer par dea exemples simples, et aiscs è en taire voir 
» r application ; cor on peut reioudre ee problème tane aueun calcai , 
» et d' un« maniere plut facile en celle torte « . 

Ed il Lliuilier dopo aver data geometricamente la facile analisi del 
problema : Vali tre puuti aitegname un quarto nel piano eletto , che 
congiunto con etti ritultino dati gli angoli delle congiungenli , passan- 
do a darne la soluzione algebrico-trigonOmetrica , cosi concliiude : 
» La longucur de ce procèdé ( sur-tout quand on le compare avec quel- 
» qu' un dea procèdés géométriques ) ne pcrmet pas de l' envisager au- 
» trement quo comme un exercico do calcai , qui peut occupar utilo- 
» iDcnt Ics éléves , sur tout lorsque ils en poursuivront les résul- 
n tata pour montrer leur accord avec ceux quo donnent les Solutions 
> géométriques < . 
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AL LIBRO 111. BELLA PARTE I. 

ÀI X9T . — Per U drCDizioDe dell' Analùi jtonttlrica M tenga ancor 

presente quella di Pappo, recata nel §, 13 del ProiptUo. 

Alle prop.IV. e K. ( §. 407 e 409.) — La ridaziooe del primo di 
questi problemi è alla prop. 3. lib. i , che lo mostra però del primo 
grado (Vedi nota ad tua), come era chiaro, non potendo essere che un 
solo il punto che vi soddisfi : mentre quella dell' altro è alla prop.l», da 
che la sua natura risulta del secondo grado ( V, nota cU . , ed il §.471.^ 

AUa prop. VI , ed a' suoi cor- ( §§. 4U a 420 .) — Su tal pro- 
blema, e sulle conseguenze dedottene dovremo ritornare nella parta IL 
del presente trattato . 

Alla prop. YII.(^^.42I a 426 ) — Il presente problema è preso dall'A- 
tilhm.Univ. del Newton ( probl.28 ), ov' è proposto e risoluto general- 
mente per le curve coniche, ed un punto al di fuori dell' asse, e per sola 
facilitazione del calcolo trovasi eseguito per la parabola. Quel sommo 
uomo nel recarvclo ebbe in mira di comprovaro con un altro esem- 
pio la regola per la convenevole scelta dell' incognita in taluni proble- 
mi , che aveva già data all'occasione di risolvere, pel caso del quadra- 
lo , il problema di eottendere un angolo dato con una data retta , la 
gnalt paeei per un punto dato ( probi. 24 J . Su di che è stato abbon- 
«levolmente ragionato dal §. 338 al 5aS , e nella nota corrispondente . 
£ di fatti dopo aver egli ottenuta dalla sua analisi l' equazione propria 
alla natura di tal problema pel punto dato fuori dell' asse , soggiugno 
che stabilendo l'incognita nell'altro modo da lui gii discusso e trala- 
sciato , perchè contrario alla regola assegnata , l' equazione sarebbe ri- 
sultata dell' 8” grado , mentendo la natura del problema . 

Ma tal soluzione del Newton ha il difetto di non potersi da essa, corno 
si dovrebbe , passare al caso particolare del punto dato nell' asse , che 
però il Pergola dovè allontanarsene ; e tenendo altro eammino,scnza usar 
quella regola , pervenne di fatti ad un' equazione di quarto grado , che 
sebben derivativa dal secondo.pure non era quella che per la natura del 
problema esige vasi , alla quale poi pervenne usando l'altro ripiego 
del §. 423 , eh' è consono alla regola suddetta e che poi nel §.42'» mo- 
stra convenire ancora al caso dd punto fuori dell'asse, dandone per 
esso la convenevole equazione di quarto grado . E perù dalle duo a- 
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nalisi diverte recate dal Pergola a lai problema rimano vieppiù conler- 
mata ia regola del Newton , pel convenevole atalàlimenlo dell’ incognita 
fai taluni problemi ( Vedi §.550. ) 

Osserva egli io seguito ( §.b25 ) , che un tal problema avrebbesi po- 
tuto anche risolvere con l’analisi a coordinate , indicando i motivi po' 
quali non era conveniente prevalersene . A che deve credersi essere 
stalo indotto dall’ aver veduta la soluzione per tal modo datano dal 
Collalto , in One delle sue lesioni di Geometria anaiilica a due coordi- 
nate , di recente allora stampate in Milano ( an. 1806 j , che beo gra- 
vosa , e di poca eleganza riesce in paragona di quella del Pergola, pel 
caso del punto nell'asse . Poiché deesi notare , cho sebbene il Collalto 
avesse proposto il problema generalmente al pari del Newton , o cha 
cosi avesse creduto risolverlo , pure per grande inavvertenza nel con- 
durne l’analisi vi assume l’ espressione della corda della parabola per 
coordinate ortogonali ; il che no riduce la soluzione al solo caso del 
_ punto nell’ asse . Di che avrebbe almen dovuto farlo accorgere la sola 
differenza di grado tra la sua equazione e quella ottenuta dal New- 
ton , che r è propria , com’ è stato detto , al proUema generalmente 
proposto . 

ÀI §.d£7. — ■ Stari bene che coloro i quali coltivano esclusivamento 
il metodo analitico puro eseguano per mezzo di esso la soluzione del 
problema trattato in questo § , per istituirne parallelo con quella ele- 
gantissima quivi recata . 

AUa prep. Vili. ( §.-<28 ) — Questo problema è l’ ottavo della Se- 
sione IV. cap.2. dell’AnlAmefiea lime, del Newton 

AUaprop. XII. (^.43S) — Sene vegga miisodio la corrispondenta 
soluzione nella Trigonomefrùt al §. 113 , prop. 24. Il, 

Al rieckiar. della prop.XIII,(§.4SS) — Per ciò che riguarda la natu- 
ra dc’ponint , de' quali qui si accenna dal Pergola , si riscontri la dù- 
teriaz. i. nel voi. I. degli Opueeoli matmaliei. 

Alla prop. XVII. ( §. 439. ) — Veggasi ancora la nota li al Proepct- 
lo dell’ opera , a piè della pag. xxiii. 

Alla prop. XX, f §. 44S.J — Avvertasi però , che trattando il pro- 
blema con r analisi algebrica , le condizioni delle quali si è fatto uso 
per ottener le espressioni di quelle rette dalle quali vuol farsi dipendere 
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r esibizione del ponto soddisfacente al quesito , non debbano essere a* 
doperete ad «sprimerne 1’ equazione ad esso , la quale in tal caso si 
dovrà assolutamente trarre da una qualche propriclà geometrica del 
soggetto , e non più da una delle condizioni , come sarcbbesi convenc- 
volmente fatto , quando di questa non si fosse usato nell' analisi per 
pervenire all' equazione . £ quando avvenisse di cadere in quest' e- 
quivoco , come a' giovani geometri suole intervenire . essi ne verranno 
avvertiti dall' equazione stessa , che risulterà identica , come quella 
la quale esprime una cosa , eh' è conseguenza di so medesima. 

Ed a tal proposito conviene anche avvertire , che laddove poi l' ana- 
lisi siesi rettamente condotta , e 1' equazione risulti identica , ciò indica 
che la quistione proposta sia indeterminata , cioè che il quesito del 
problema sia una proprietà del soggetto al quale si voleva attribuire , 
e però che il problema senz' altro artinzio si trasmuti in teorema. 

Noi no abbiamo dato un esempio nel probi. 7. cap. VI. lib. II. del- 
V Ànaliri Algebrica , ei or ne addurremo il seguente altro geometrico 
semplicissimo 

Problema. 

Vogliati rilrovar» nelT aja del triangolo equilatero ABC [fg.l5.ff.'] 
im tal punto 0 , ticchi la tomma delle perpendicolari OD , OE , OF fi- 
nite da etto d tuoi lati ne pareggi [ altexta AK del triangolo . 

Pongasi BF=a:, FO=y, BC= a, e però BK= '/.a. FC=o — x, 
ed AK = ■/, a y 3. Si avrà po' triangoli simili AKB , GFB , BK : KA 

BF : FG , cioè , nelle corrispondenti espressioni simboliche , 1 : Vs 
:: a! : FG = x^3 , e peròGO =GF — FO = a:y3 — y . Ma è poi , 
pe' triangoli simili BAK , DGO , BA : BK :: GO : OD , ossia 1 : '/> 
:: ìtVb — y : OD = ‘/,x\3 — '/. y. 

In oltre essendo , pe' triangoli simili CKA , CFH , CK : KA CF : 
FII, si avrà in simboli algebrici 1 : V 3 :: a — x: FH = (a — ar)V3, 
od OH = ( o — a: ) ys — y . Laonde dovendo essere OH doppia di 
OE, come l'ò CA di CK ( pe' triangoli simili AKC , HOE ] , si avrà 
OE=-/.(o-x)y3-'/,y. 

E però siccome dalla condiziono del problema si ha 
OD-t-OE-f-OF=AK 
cosi sarà nelle loro espressioni simboliche 

>/,x^3 — </,y -1- •/, oy3 — ■/. «y3 — '/.y y = ’/.a^3. 

La quale equazione riduccndosi ad s 

■/,oy3= '/.a^3 
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ne mtislra cbo nn qaalanqao punto proso nell' aj.i del trian^oln pro- 
posto soddisfi alla diinandaUi condizione , c però che il problema ti 
trumuli nel seguente 

Teorema. 

Lt ptxjiendicolati tirate da un punto qualunque pre$o ntW aja di un 
triangolo equilatero tu t lati di etso tono . insieme prete , uguali all' al- 
tezza del triangolo . 

Li qual reriU rilevavasi immediatamente dalla 41. Elem. I. , o i. If. 

Alla prop. XXII. ( §. 448.) — La chiarezza ed il rigore del dimo- 
strare formando il prindpal pregio di un geometrico lavoro , non trovia- 
mo superfluo di prender occasione dal jirincipio esposto nella presente 
proposizione per diro alcuna cosa su questo importante argomenta , che 
valga anche a chiarire ciò'che in esso slabiliscesi , e poi viene in ap- 
presso sviluppato dall'autore nelle proposizioni da 32 a 40. 

La dimostrazione di un teorema è una catena di verità chiare , dal- 
le quali n'è la tesi di esso dimostrata . £ talee per I' appunto ancora la 
dimostrazione che fa parte della composizione di un problema , uve la 
costruzione costituisco come I' ipotesi di un teorema , e la lesi è cho 
quella no conduca ad ottenere ciò che nelle condizioni del problema e- 
sigevasi . 

Le verità concatenato in ogni dimostrazione il più delle volte sono le 
definizioni de' termini usi nel teorema , le proprietà noto del soggetto di 
esso , gli assiomi , o altri principi! anieriormente stabiliti , oltre f inte- 
ra ipotesi del teorema , che dee formar sempre il fondamento della di- 
mostrazione , altrimenti questa riescirà fallace eil insulsa. 

L'assenso cho prestiamo ad una verità dimostrata è in p.iriti di altre 
cose tanto più celere, quanto più chiari sieno i principii su cui ò fonda- 
ta la dimostrazione , meno numerosi . e con nesso più idoneo tra loro 
connessi ed ordinati. 

Lo operazioni che connettono tra loro lo verità delle dimostrazioni 
possono essere sintetiche o analitiche , come sarà specificato in ap- 
presso . 

Una dimostrazióne sintetica consiste principalmente in un giudizioso 
maneggio di ragioni delle grandezze guidato da' principii della Geome- 
tria elementare. £ questi sono di due generi. L' uno , che è più agevo- 
le, fondato nella sola uguaglianza di due grandezze geometriche regola- 
ta da' primi assiomi di Geometria . L' altro contiene i rapporti di disu- 
guaglianza tra le grandezze guidati dalle verità del V° e Vl° degli Eie- 
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HMMtli, o da altre dipendenti da queste ( Vtggami i iuppliminli al V” li- 
tro dtl noitro Euelide , td il cap. 3. lib.I. dii prttenle trattato ) . E ciò 
risulta dilucidato , pel primo genere suddetto , dalle dimostrazioni da' 
primi quattro libri degli Elementi di Euclide , e pel secondo da' libri 
geometrici dal VI*’ in aranti , e da quelli di Archimede , di Apollonio , e 
di altri geometri antichi e moderni , ove ancora a questi sia tornato a 
grado scriver cose sublimi io sintesi rigorosa . 

L' egualiU delle grandezze geometriche o dimostrasi col principio di 
congruenza , o con quello di una prossima conterminaziune , come ve- 
desi usato da Euclide nel lib. XII. e da Archimede nelle profonde ed 
impareggiabili sue opere. Ed i moderni vi hanno ancora aggiunto etitrt 
uguali futile grandezze, che differiscano per stna quantilà inaitegttabiie. 

Col solo principio di congruenza si dimostra la perfetta egualità da' 
triangoli , che sono le parli elementari delle altre figure rettilinee ; lad- 
dove f imperfetta eguaglianza di essi 0 di altre figure deduresi dallo 
stesso principio maneggiandolo con gli assiomi , come sono fatte le di- 
mostrazioni del lib. 11° degli Elementi. 

L' uguaglianza delle granilezze suole ancor dimostrarsi col melode 
degl' indicitibili del Cavalieri , o con quello delle prime ed ultime ragio- 
m del Newton ( Yegg. per essi il discorso preliminare alle Sezioni coni- 
che in fine ). 

L' eleganza di una dimostrazione sintetica consiste nella concisione o 
chiarezza del di lei tessuto ; onde sarà elegantissiina quella che si derivi 
da una sola proprietà del soggetto della proposizione , e dalle sue condi- 
zioni , 0 da pochissime di quelle . E molti esempi di queste dimostra- 
zioni si hanno ne' primi sei libri Euclidei , tal che quelle delle prop.13. 
15. I. tc. : 1 ,2. 3. II. se. 

E però se una dimostrazione risulti troppo lunga ed intralciata con- 
verrà ingegnarsi in ogni modo per abbreviarla e chiarirla ; e quando ciò 
non possa succedere sarà ben fatto staccarne alcuna parte, formandone 
un previo teorema , o un lemma , secondo che questa nuova proposi- 
zione sia dello stesso argomento che si sta trattando , o di diverso. Co- 
si fece . per un esempio del primo caso , Euclide , staccando la 7. Et./, 
dall' 8 . e pel secondo premettendo alla 2. El.Xlf. il lemma che enun- 
ciasi nella prima. 

Una dimostrazione sintetica perde la sua eleganza qnalor vi s' intru- 
da qualche operazione che all' Aritmetica o all' Analisi algebrica pro- 
priamente si appartenga , come moltiplica , divisione , et. Al qual pro- 
posito il Newrton cosi esprimevasi : MuUiplicationee , dirift'anes , et t- 
iuemadi computa l'is Geomeiriam reeene inlroducla tuni : idfue incon- 
sulto , et conlra primum intliiulum ici'rnti'as àuius , soggiungendovi . 
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Nam jut eotitlnuiionit prMtmatum ptr rtclam tt cireulum a primit 
gtomtlni adinvenlas comidtnUnl , facile lenliet Geomeiriam txeoptu- 
lam tue ut escpedito lintarum ductu effugeremue cimputandi taedium . 
Proinde hae duat leicnliae confundi non debent . Veteree lam sedalo di- 
stinguebant eas ad inoieem , u< in Geomeiriam terminos aritmelicos 
mmfuain iniroduxerini . Et reeenles uiramgue confundendo amiseruiU 
simplieilalem in qua Geometriae eieganiia omnis contislil. ( Appeadix 
deaequat. conti. Un.) 

Le dimosIraiioDi analitiche poi o conaistono nel maneggio delle equa- 
tioni algebriche , o nell’ evoluaione di qualche formola aiaai algebrica 
o trai cendente , o nel passaggio da' dilTerenziali agl' integrali loro , o da 
questi a quelli , cioè nell' integrare o dUTerenziaro espressioni date . 

Alla prop.XXVIII. parte 1. ( §. 471.) — Da ciò si rileva la costru- 
zione geometrica delle equazioni del 29 grado identicamente alla ri- 
cerca di quelle due rette che ne rappresentano le radici , e delle quali 
fu assegnata l' esibizione nel §. lè. 

Al §.47/ parte S , ed alla notereUu a pii pagina. — L'autore ha in 
Doterella ben caratterizzati i prubleini che avea delti affini nella propo- 
sizione , dichiarandoli eaii del problema proposto , a ciascun de' quali 
soddisfa ciascuna radice reale dell’ equazione cui si è pervenuto risol- 
vendolo . K tutt’ i diversi problemi risoluti noi corso del presunto trat- 
talo con l’analisi Cartesiana confermano questa dottrina consona alia 
natura de' problemi , ed a quel nesso che debbono aver fra loro le ra- 
dici dell' equazione cui si perviene in risolverli fl'egg, V ultimo capo del 
lib. IV, dell Analisi Algebrica elementare ) . 

Ma poiché duo sommi geometri italiani do’ bei tempi del passato se- 
colo , Vincenzo Xiccati , c Saladini , equivocando , come può pure 
a' geometri avvenire , essendo ancor essi uomini , vi hanno inauilesla- 
mcnle contraddetto , stabilendo il falso principio , che io taluni proble- 
mi non tutte le radici dell' equazione che vi corris|ioade soddisfino ad 
essi ; mentre l’ una il risolve , ed un' altra corrisponde ad un problema 
tutto diverso , e che al più è una conseguenza della soluzione del pri- 
mo ; uè altri avendo ancora ciò avvertito , il che di grave danno risulta 
per quella scienza diretta e positiva , che forma la vera dottrina di un 
geometra , noi ci crediamo in dovere , or che I' occasione ci si pre- 
senta di chiarire siifatto importante argomento , e di rimuovere , o 
spiegare le difficoltà imbiltevi da que’ distintissimi matematici . 

£ssi dunque , tra gli altri problemi elementari , che propongano per 
esercizio nel cap. 9 lib. i. delle loro heu clpborate Intliluiionet anahj- 
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tiene vi recano quello di : Cottiluire tu di' una data base il triangolo ito- 
iftìe , di cui ciascun angolo a guata adjaeente n'rulft dopjno di quell» 
al rerlice , £ col bisecar l' un degli angoli alla buse , ottenendo il tri- 
angolo verso questa , di cui essa n'è lato , simile al richiesto con la 
base data a , o con x pel lato corcato , pervengono facilmente all' o- 
quaaione 

X' — ax — a* = 0 

Or questa è precisamente quella della divisione di una retta in etlrt- 
tna e media ragione , col segno cambiato nel secondo termine , il che 
non ha fatto altro , com'ò noto , che cambiar la radico positiva di quel- 
la nella negativa di questa , o viceversa . Ed essi ottenuto tali radici , 
che Seno 

f «no positiva '/.a V ( “’ + ‘/4“* ) 

f altra negativa ‘/.o — V (“’■!■ 'A®‘ ) 

manifestamente dicono , che cooametlerebbe errore gravissimo colui 
che dicesse , che l’ una e i' altra potesse risolvere il problema , mentre 
non può soddisfarvi che la sola positiva . Si quii (amen ex eo , quod 
ex analgsi tadem profluant existimaret ambai propotilum problema loi- 
ttre eirarei ie tane ve/iemenler ; unica enim usui ette poleil radix po- 
ai(ira . 

Ma a mostrar chiaramente , che non si errerebbe cosi pensando , e 
che quelle due radici dieoo effettivamente due soluzioni diverse del pro- 
blema stesso , basterà ripigliarlo proponendolo , od eseguendone la so- 
luzione alla maniera giudiziosa Euclidea , cioè prendendo per noto il 
lato del triangolo richiesto , c per ignota la base ; da che si perviene 
all' iileiitica equazione che per la divisione di una rotta in estrema e 
media ragione , cioè 

X’ -f- ax — a’ — o 

le cui radici sono 

a: = — ■/> a + V ( “* + 'A a‘ ) 

® = — ■/, a — V ( a* -f- Vi o* ) 

Ed è chiaro che lo soluzioni del problema principale , cioè il proposto, 
debbano corrispondere a quelle del problema ridotto , e quindi dipende- 
re dalle radici di questo. 

Or Euclide si valse della prima positiva a risolvere il problema , poi- 
ché di questa aveva ancora usato nella suddetta divisione di retta, e nel- 
r identico problema della prop.it. El.II. Ma ben poteva adoperarvi an- 
cor r altra negativa, prendendovi questa per base del triangolo, ed ese- 
guendo la mudcsiiua costruzione , Adunque i due triangoli corrispon • 
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denti »! due casi del proUema risultano l'uno costituito dalla retta assun- 
ta per lato , cui corrisponde per base la parte di essa , che nella divisio- 
ne in estrema e media ragione costituisce il termine medio della pro- 
porzione ; r altro tiene per lato la retta assunta prodotta finche il ret- 
tangolo di essa nella medesima con l'aggiunta pareggi il quadrato di 
questa , e per baso la retta assunta . E ciò che dal ragionamento fi- 
nora fatto & direltamenlo cliiaro potrà anche rilevarsi dall' osservare , 
che tali triangoli risultino simili ; poiché dee stare 

a : _ V.a+Vlo’-f' /4a-)::o-t-/.a-f-V(a*-f 'A»*) •.'/.«-f-V(<»*+74«*) 
mentre sono uguali i prodotti do' termini estremi , u de' medii . 

£ nel modo come vien considerato it problema da Riccati e Sala- 
dini partendo dalla base data , lo soluzioni sono , per quella diret- 
tamente riebiesta o trattata , il triangolo ABC <11 cui essendo a la base 
RC [ fy.llO. ] , il lato AB riaulta ■/, « -f- V ( “‘ + ‘A ) • nl’»l- 
tra è precisamente il IriangolofiCRnel quale la base è RI) = — ■/> o 
-f- VA>* ’M’) > ^ d lato è RC =: a , cioè quello che si era dato 
per base . De che rendasi ancora evideuto , che le soluzioni del pro- 
blema por questo modo preso corrispondonsi inversamente a quelle che 
ottengonsi dal modo come l' aveva trattalo Euclide . Il che veniva gii 
dimostrato dal cambiamento solo di seguo al secondo termine nelle loro 
identiche equazioni , e però dalf inversione delle loro radici . 

Dopo ciò stimiamo inutile il discendere ad analizzare tutto il rima- 
nente ragionamento che qué due geometri fanno per cercare di stabili- 
re un principio contraddittorio alla natura dé problemi , e la cui falsi- 
tà risulta evidente dall' aver noi direttamente assegnalo le due soluzio- 
ni del problema in quistione corrispondenti alle due radici dell' equa- 
zione ad esso. 

AUaprop, XXfX. (§. 47S.) — Se il triangolo dato invece di rappre- 
sentarlo per EFO [ ] s> lesse dinolato per EGP , sarebbesi 
ottenuta più immediaUiiiente 1' analogia di riduzione GA : AC :: AC 
— G1*:G1*.. 

AI §. 475 . — Questo argomento importante e difficile delia moderna 
analisi geometrica è stato da noi a luogo trattato in una memoria , che 
da più anni addietro presentammo alla R. A. delle Scienze di Napoli , e 
che rilennimo per compierla , la quale verrà ora pubblicata a suo luo- 
go negli Opuicoli malemaliei. 

ÀUa prop. XXXI. ( §, 480. ) — Di tali problemi, por quanto convion- 
M al presento trattato, sarà ragionato nella i’art. 11. ; cd una ben lunga 
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lene de' medeeimi eleginteroeate rùoluU dal Pergola oe fa recata negli 
opuieoii 9 , 10 , 11 di quelli inseriti nel volume pubblicatone nel 1811. 

Al S- — Vegganii ancora le note 15 e 18 ai PmipHt». 

Al §. 485. — L' elegante costruzione che vedesi recata al problema 
proposto in questo §. corrisponde assolutamente al problema ai quale 
esso ò ridotto ( Pedi §. li^. ) , ed alla costruzione geometrica dell' equa- 
zioni del 2° grado 

as* — ax-{-b' = o 
( Vedi nota alla prop. 41 /. $. i4. ) 

Al 49.J. — Il Newton voleva assolntameote , che si praticasse ciò 
che in fine di questa proposizione si accenna . Ed egli cosi esprimessi : 
«( omuso quattnu» fitri poteit , ealcnlo algebrico , Iheorema fiat eoiKtn. 
mim e< eltgani , et pMicam lueem euetinere valeal. (Opnte.t.I.p.nO.) 
Ed al di lui sentimento assentirono tutt' i geometri de' suoi tempi , e 
specialmente l' ligenio. 

Al eap. /• App. — I problemi de Seetione determinata sono di quelli 
a' quali soddisfa meglio l' analisi Cartesiana che l' antica , non avendo bi- 
sogno per r una di tante distinzioni di casi , di soluzioai , e di determi- 
nazioni quanto per I' altra ; da che potè Apollonio comporne due libri , 
che formavano il quarto anello del Luogo ritoluto piano , secondo I' 
ordine datovi da Pappo. È per questa ragione , che il Pergola si è limi- 
tato ad esibirne tre di essi solamente , premettendo le soluzioni algebri- 
che alle geometriche . E dee ancor notarsi , che tali problemi essendo 
di pura qnanlill o rapporto non danno affatto luogo ad applicarvi l' a- 
naliii a coordinate . 

Alla propJ. ( ^.506, 507 , 508 ) — La costruzione geometrica re- 
cata nel $. 507 non è che I' ordinaria per le radici delle eqnazioni di 
secondo grado ( Yegg. la prop. 4. I , eia nota corritp. ). L' altra solu- 
zione algebrica poi, che vien riportata nel §.508 , in cui l' analisi è pro- 
lungata Gno ad ottener l' analogia proposta nel principio di riduziono ' 
geometrica pe' problemi del 2° grado, serve a comprovare sempre più la 
corrispondenza di un tal principio con la costnuione delle equazioni 
suddette. 

Al §. 509, — Questa elegante soluzione del problema per mezzo del 
semicerchio vi fu recata dal valoroso giovino matematico siciliano con- 
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le Ruggiero di Venlimiglia ( Frdi pag, SS8 dett Aoaliai geometrica dì 
Ugont di Omerigue ) , ed està è a detto del Simaon assai migliore di 
quella che ne diede l’ Anderson nel cas. t. del probi. 0 del suo lupplt- 
«untuin ApoUonii redivivi . 

Intanto giova qui notare, che avendo Pappo lasciato detto aver Apol- 
lonio , dopo trattati i problemi di questa famiglia communi met/iodo 
tentameli facient , ac lolit reelii lineit «tue , ad exemplum leeun- 
di libri EUmentonim pritnomm Euelidis [ il che c' indica che Euclide 
servissi in tali sue dimostrazioni della semplice retta divisa , senza co- 
struir figure, come ora vedesi ; e ciò dovè esservi stato mutato da Teo- 
ne ) ; ac rurtvi idem demonetravit ingenioie quidem , et magie ad iiiilu- 
tionem accomodale , per eemiciretUoe , il Simson si per la precedente 
soluzione del Ventimiglia, che per le altre in coosimil modo date per la 
varie disposizioni del punto cercato in tal problema rispetto a' dati , e 
che appartengonsi all’ Anderson , e ad Ugone d' Omerique , opinò che 
non fossero quelle che per tali casi recovvi Apollonio , adducendo 
per ragione, che ; drmonsfrafionet epitagmalum probl.S et 6 per srmi- 
eireuloe kie Iraditae , parum aut nihil ingenii requirunt. Ma a noi pare 
che precisamente per questa somma faciltA esse abbiano maggior me- 
rito , e però potessero corrispondere a quelle che ne diede Apollo- 
nio ; e ci conferma in tale opinione la soggiunta di Pappo magie ad tn- 
elilulioeiem aecomodalae ; il che dinota dover le medesime essere ancora 
più semplici di quelle fatte solis rtelie lineie ; e però elementarissime. 

Alle prop.n. I III. ( §^.512 a 519, ) — Questi due problemi posso- 
no comprendere tutt' i casi di que' due che costituivano il Uh. II. de Se- 
elione determinata di Apollonio ; e del secondo di essi problemi 
il Pergola , dopo averne data una soluzione algebrica che poi prolunga 
fino a pervenire direttamente alf ovvio problema di riduzione per quelli 
di secondo grado , aggiugne una sua soluzione per eemicirculoe ; ed 
un' altra essendosene ancor rinvenuta ne' suoi MSS. in un foglietta 
volante , che ci è sembrata assai elegante , l' abbiamo però recata nel- 
r Aliler . A che soggiugniamo valer questa si pel caso che il punto ri- 
chiesto cada nel segmento medio della retta data , che io uno degli e- 
stremi ; mentre l' altra soddisfa al solo caso che un tal punto cada 
nell’ un de' segmenti estremi . 

Alla prop. IF. (§.520.) — Non contento il Feigola di avere ne' pre- 
cedenti problemi dimostrato , e dalla loro equazione , e con I’ uniforme 
riduzione ai principio stabilito nel §. A71 , eh’ essi ascendono al 2° 
grado , ha voluto io questa proposizione direttamente stabilirlo con un 
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ragionamento algebrico . E qui conclcliidendooiserrorcmo , cbc so i 
problemi de Stclione ctrlerminala costituivano nell'antica anàlisi un 
de' cardini principali per la riduzione do’ problemi piani del 2” grado , 
non tralasciano di render simile importante servigio alta moderna ana- 
lisi , di elio può dame un argomento la costruzione esibita dal Trndi 
della soluzione del Lagrange del problema del cerchio o de' tre punti 
{ Vedi la risposta al quesito n. 1, del programma propostonel 1839. ) - 

Allaprop, T. ( §§. 5S3 a 5S4. ) — Questo problema comprendo 
tutti quelli die Apollonio espose ne' due libri de Seclione rationis la di- 
versità do' quali per la varia disposizione del punto dato rispetto allo 
date rette no costituiva tanti diversi , che quel gran geometra, arguen- 
do il costume e le regole dell' antica Geometrìa , trattò separatamen- 
te ( Veggasi la loro esposizione secondo il testo tradotto dalC arabico dal- 
li Halleg ; ed anche la 1‘ disseti, nel tol. I. degli Opuscoli ) . Ed il 
Fergola ha ancor voluto , con l' elegante soluzione geometrica , che 
ne ha data condurne la riduzione al problema fondamentale por quelli 
del 2“ grado. 

Alla prop, VI. ( §. 525} . — Quest' altro problema comprende anco- 
ra tutt'i casi di quello de Sectione spatii considerati da Apollonio no'duo 
suoi libri di tale argomento [ Veggasi la restituzione fattane accurata- 
mente dall Balley , e la dissert. di sopra cit. ) . Ed il Fergola ne ha 
ancora ridotta la soluzione geometrica a quel principio fondamentale . 

A' problemi delle Inclinazioni trattati nel cap.IIl. (§§.5f0 a 55S .) — 
Tutt'i problemi de seclione determinala si è veduto , ed è stato pur 
dimostrato esser piani ; ed ancor tali sono risultali quelli de Sceltone 
rationis, e de Seclione spatii. Non cosi però de' problemi Inclinationum, 
che però Pappo dovendo parlare di quelli trattali da Apollonio ne' duo 
libri di sirTatto argomento , che terminavano il Luogo risolalo piano . 
si vide nell' obbligo di specificare che di essi quaedam etmi plana , quae- 
dam solida , quaedam eliam tinearia , dichiarando poi che Apollonio in 
tali due libri non trattava che solamente selecla quaedam e pfanir , 
guae ad plura magie ulilia sani . Ed il Pergola ha pur fatto lo stesso 
nel principiar questo argomento ( §. 527 ) , serbandosi a trattar gli al- 
tri , ed ancora estendendone il campo , in appresso ( T edi il §. 25 del 
prospetto ) . 

Intanto ci conviene notare , eh' egli per quelli cho qui elegante- 
mente scioglie non ebbe presente che la divinazione fattane dal Gho- 
taldo, nel suo Apollonius redieivus , ove questo geometra diede le sein- 
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plici composizioni di tali problemi ; e forse le derivò dalle soluzioni fat- 
tene col metodo Cartesiano , come congetturò fondatamente 1' Horsley, 
in fine della sua reitituzirme di tali libri di Apollonio; il chele rese 
ineleganti e stentate . Nè potè il Pergola veder quelle del citato geome- 
tra inglese , perchè all' epoca io cui egli rifaceva per 1' ultima volta la 
sua Arti Euristica quell' opera non era tra noi giunta . 

I problemi trattati in que'due libriApolloniani possonsi rtdurre a' tre 
che qui da noi espongonsi nelle prop. 7, 8, 9, risoluti in piò modi geo- 
metricamente , e col metodo Cartesiano ( 7eg. la dissert. 1. nel vol.l. 
degli Opuscoli matematici ) . 

Alla tcduz.anal.deUaprof.Yn. (^%.S30-S3l.) — Qui cade in accon- 
cio r accennar qualdie cosa intorno alla difficile ed oscura esibizione 
geometrica delle radici negative . che tanto ha impicciato ed impiccia 
sommi analisti moderni , fino ad aver dato luogo a manifesti errori , 
de' quali uno se n' è già veduto nella nota al §. H71. 

Tratto a meditare su questo argomento dagli equivoci in cui vedeva 
essere stato indotto da ultimo il Carnot ( Géomélrie de potilion) inconsi- 
deratamente adottati in opere elementari, composi , sono parecchi anni, 
su di esso una memoria che presentai , ancora non interamente com- 
piuta , alla R.A. delle Scienze di Napoli , in tempi perqnesta piò rego- 
lari e decenti , che ritenni presso di me per compierla , ed ora serbo 
a miglior uso per gli Opuscoli matematici , che dovrò pubblicare , 
come fu annunziato nel Prospetto , u ripetuto nel Manifesto di tal pub- 
blicazione . 

Estrarrò dunque da tal memoria quello che concerne spccialme nte 
caso del problema presente , per qui indicarlo in breve. 

Or il Pergola , nella sua prima soluzione analitica , prendendo per i- 
gnota la distanza del punto A[fig. 12. III. ] da quello ove la retta da 
applicarsi incontra la circonferenza , ossia il raggio di quel cerchio , 
che con l' iotersegar questa ne dà il punto soddisfacente al quesito , 
neir imbattersi nelle due radici 

* = '/• e + V( “’ + ‘A e’ ) 

* = ■/, c — V( a* -f '/4 c' ) 

r una positiva , 1' altra negativa , mentre gli era facile assegnar la pri- 
ma per la AH , esitando io assegnar la seconda , ebbe ricorso al ragio- 
namento che leggesi nel §. 531 , stabilendo una opposizione di sito 
tra il semicerchio superiore alla retta AC , e l'inferiore , come se net 
problema , o nell' intrapresa analisi di ess o vi fosse qualche circostan- 
za che valeue a distinguer quello da questo. 

h 
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Ma un lai cambiamento di aito uè meno è quella opposiiiooe diret- 
ta che si richiede per distinguere il positivo dal negativo; sicché il d' A- 
lembcrt ed il Camot , servendosi dello stesso suo ragionamento , ne 
traevano per conseguenza , in un problema analogo , che la radice po- 
eilìva c la negativa potessero risultare dal verso stesso. 

Non potendo qui esporre su tale assunto lutto quello che si troverà 
rapportato nella memoria suddetta, mi limiterò a dire, che l'equivoco io 
<u1 si cade in simili casi dipende dall' irregolare stabilimento dell' in- 
<COgnita in giro, e quindi senza silo. E perchè si vorrà poi eh’ ella ne a- 
vesse nd risullamento dell'analisi.e quando si ha bisogno di costruirla ? 
£ però , volendo uno assegnargliene, giunti a questo termine , convie- 
re prender la radice positiva dal punto A sul diametro AC , come la 
AP jig. 17. A'.] , e la negativa sul medesimo prolungato dal verso A , 
come la AP* . Or come che l' incognita presa in giro non si appartiene 
piuttosto ad una parte del piano su coi segnasi la figura , che all' op- 
posta , cioè più alla destra del punto A , che alla sinistra , ne segua 
però che bisognerà descrivere un altro identico cerchio col diametro AC 
prolungato dalla parte A,c presa in questo la AL' uguale alla AL, ed or- 
dinatavi la N'I.' n' , descrivendosi con le due radici AP , AP' i due cer- 
chi JIHH'H' , hhh'h', r un di essi darebbe la radice positiva nell' uno 
o nell'altro de' semicerchi AHIIA , AH'H'.\ , l' altro inversamento 
ne' medesimi la negativa , essendo indllTercnto il considerare per la 
compiuta costruzione di tal problema , o i due semicerchi superiori 
alla C' 0 , o gl' ìnreriorì , o I' uno superiore I' altro ioferiore . E sola- 
mente , attesa l' identità di soluzioni si per I' un cerchio , che per T al- 
tro , se vogliansi le due scluzloni ridurre su di un medesimo , si potrà 
prendere , nel cerchio ACA per I' una la AH , [ler I' altra la A A. 

Si è poi fatto osservare dallo stesso Pergola , come ogni equivoco ri- 
maneva tolto con lo stabilimento convenevole dell' incognita dal pun- 
to A, e sulla reità di sito AC ; ed egli ha però detta tal soluzione più t- 
donta (53à). E noi trarremo da ciò e dalle precedenti considerazioni, la 
seguente regola di stabilirei' incognita , per la regolare soluzione e co- 
struzione de' problemi . 


R E G OLA. 

Doterti prender tempre V incornila da un punta di etto , e sudi una 
retta di tilo , tatto qualche cato in cui ti vani aggi grandemente nella 
toluzione del problema , t che lieti ticuri di non cadere in equivoci lul- 
it toluzioni corritpondonli alle radici negative , per le quali ti abbia 
freiente la maniera da noipoc anz« eepaela . Di che non mancheranno 
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«tempi nella raccolta di problemi che , come abbiamo detto a pag. xiii. 
àeWapn fazione, recheremo io Gne del presente trattato. 

Alla prop. Vili. (i§.535) — .MI' equazione di questo problema cor- 
rispondendo pur due radici I' una positiva l’ altra negativa , ha però es- 
so due soluzioni .delle quali l' una apparisce dalla A( 
ma I' altra aflatto non si rinverrebbe, no tampoco ammettendo quel ra- 
gionamento fatto dal Pergola per assegnar la radice negativa, nella pri- 
ma soluzione algebrica da lui recata al problema precedente ( Vcg. la 
pree. nota ) ; poiché non può mai dal punto A inclinarsi , altra cordi al 
di sopra 0 al di sotto della AI ( sia che prendasi questa nel semicerchio 
superiore , sia nell' inferiore al diametro AC , sicché l’ interposta risul- 
ti uguale alla IH . 

Ma continuando a ragionare nel modo stesso come nella nota prece- 
dente si è fatto : ecco io qual modo si avrà I' altra radico , 

Nell' analisi recata al problema non v'ha cosa che dichiari dover 
r un semicerchio essere al dì fuori dell' altro ; e potrebbe quindi il se- 
micerchio DGB intersegare r altro AlC , ed il punto O trovarsi tra C 
ed A , senza che l' equazione al problema ne rimanesse in altro alterata 
che nel solo segno del secondo termine , per indicar giusto l'inversio- 
ne dello radici della precedeule.Ma né tampoco essendo dichiarato il sito 
del semicerchio UGB rispetio all' altro Alti , cioè se a destra oa sini- 
stra di questo , dee il risullamcnto del problema corrispondere all’ una 
0 r altra posizione indicata, .\dnnque si vede , che mentre la radice po- 
sitiva dell' equazione corrisponde all' un caso de cerchi per un verso , 
la negativa soddisfa al caso opposto de' cerchi nel verso contrario ; o sia 
mentre [!' una radice offro la III tra i cerchi AlC , DGB l'im fuori 
dell' altro , e 'I secondo a destra del primo , la radice di segno contra- 
rio corrisponde all interposta tra il cerchio .Aie, e r altro corrispon- 
dente a DGB dal verso opposto , cioè a sinistra , e che intersega ca- 
so AlC . 

E questa strana maniera di andar congetturando le radici di un' equa- 
zione risultante da un problema geometrico , per costruirlo . è, corna 
si è detto , I' effetto dell' improprio modo di stabilire f incognita in giro , 
e perù senza un determinato silo rispetta alle linee costituenti i dati del 
problema : laonde un tal modo dovrà sempre evitarsi , giu-sta la re- 
gola che ne abbiamo data io line della precedente nota . E di ciò si ri- 
marrà vieppiù convinti . se , stabilendo 1 incognita nel modo proprio , 
trattisi r analisi di questo problema analogamente a come sì G'co dal. 
Fergola pel problema precedenlc , nella soluzione eh' egli disse pria 
idonea. 
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Al — Le due equaiioni al problema proposto nella preceden- 
te prop. ed algebricamente risoluto nel §. 539 riduconsi nel caso del 
quadrato , come ai è veduto nel presente §. , ad 

1 — (o-+-n)a: = — a* 

2 a* — (o — n^a: = — a* 
dalla prima delle quali si ha 

. o’ 

X — a -1 = is 

X 

Or abbassando dal punto E la perpendicolare EP sulla AG[/)j./7.///.], 
ed elevando alla F£ la perpendicolare EG risulta 

EP* a * 

DP = CE = ® — 0 , PG = — - = — 

Ar X 

e però DG == V( o’ fr* ) 

Adunque prolungando la AB io G , finché BG- = Y ( *•’ + é* ), e de- 
scrivendo sulla AG il semicercbio AEG , le intersezioni E , e di questo 
col lato BC del quadrato segneranno i due punti soddisfacenti alle 
radici della 1** equazione; il quale artifizio sorrispoode appunto a quello 
di Eraclito . recatoci da Pappo nella prop. 70. lib. VII. Collut. math. 

Imperocché tale equazione indica per le due rette reciproche ad a, a 
ed aventi per differenza a n, le a -|- A — a; ed x ; o queste, com' é 
chiaro, sono le AP , PG . o sia le BE , Be. Nè qui vi ha caso impossibi- 
le , per esser sempre a < o -|- n , cioè di a -j- Y ( o* 6’ ) . 

Ma dal maneggio dell' altra equazione 

X* — (o — n)x = — o* 

rileviamo dover essere 



Onde ad evitare il caso impossibile dovrebb' essere 
n’ -J-o’ — 2an > 2a’ , 

e ponendovi per n il suo valore V (a* b'), dovrebb’ essere a tal uopo 

fl* -j- l’ -f 0* — 2a V(a* -fé*) > 4o* 
cioè é* — 2a* > 2aVf o’ -f é* ) 

ovvero b‘ -f io* — 4a'é* > Iki* -f 4a*i* . 

Ed essendo finalmente b* > Sa'b' , dee essere 6* > o* 

Intanto le radici delle equazioni 

X’ — ( o — n ) = — «• 
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quando non sono iinpoasibili , sono false , cioi negative : poiché ve* 
desi essere 



2 



ovvero 


C^)'-<C-T-7 

E lo stesso avrebbesi potuto benanche rilevare nella duplice snccéiaio- 
ne di segni , che scorgesi nell' indicala equazione 
a* + ( n — o ) « -f- x’ = o, 

essendo la n ^ a. 

Or questa seconda equazione pud costruirsi con quel medesimo arti- 
fizio della precedente , cioè , 

Fatta la !)(■' = n , si descriva un semicerchio sulla AG' ; gl' incontri 
della circonferenza di esso col lato AC del quadrato , disteso quanto 
conviensi , cioè i punti E', e' saranno quelli, che si cercano. 

Imperocché essendo I)G' = n , ed AD = a , sarà AG' = n — a . 
Ma è poi la AP' = — x , come opposta alla -}• x , e quindi P'G' = 
a* a* 

: onde sarà n — a = — x — , per esserne AG' = AP' -f* 

X X 

P'G' . E quindi avremo la proposta equazione 

X’ -f- ( 'I — o ) X -|- a* = 0. 

Conchiuderemo questo argomento con le seguenti rifiessioni . Ed 
in primo la soluzione ( artesiana di questo problema sebbene sia in- 
gegnosa , non è naturale , nè naturalmente può fluirne da essa quel- 
r elegante composiziono che Pappo ci ha tramandata . Il marchesa 
de r llopital imbatlendusi in una consimile biquadratica equazione 
propose come un artifizio intuitivo , eh' ella era il prodotto delle due 
equazioni di grado 

X’ — (a-|-n) x-|-o’ = o 
x’-j-f n — a ) X a' — 0 

e che bisognava risolver queste per aver le radici di quella biquadratica 
equazione . Il sommo Newton ponendo la AF =: x incontrò pure un' o- 
quazione biquadratica , o si valse di un artifizio affine al nostro per 
abbassarla al secondo grado . Ma quali saranno le radici false di tal" e- 
quazionc , o dove avranno a prendersi le rette negative rispetto alla 
AF ? Ed eccoci al solito inconveniente per l' incognita presa in giro. 
In oltre qucH'artifizio composizione come potrà ottenersi da quest'al- 
tro tipo di analitica soluzione ? o come poterlo ettendere al rombo ^ 
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CONCHIOSIONE 
per questa parte 1“ delle note. 

Dopo le riflessioni fatte sulla natura de' problemi geometrici , ed il 
modo di convenevolmente risolverli ci è lecito concliiudere ad istru- 
zione de' giovani , che nello sialo in cui sono le Matematiche , e con 
tanto sopruso che si fa della moderna Analisi , la scienza ha perd ra- 
gione di richiamarsi , che siensi tralasciate di rettificare alcune nozio- 
ni fondamentali ne’ metodi geometrico-analitici , dimenticando anche 
le sagge proposte , cho avvedutamente ne avevano fatte sommi uomi- 
ni del passalo sècolo ; sicché mentre tutto giorno i coltivatori di essi 
vanno spigolando ne’ campi da altri già mietuti , per raccogliervi qual- 
che avanzo talvolta non isfuggilo a quelli , ma poco curato , tra- 
lasci an poi quelle ricerche delle quali la scienza ha bisogno , perché 
al suo vero nome , ed alla qualità sua corrisponda • E per talun ar- 
gomento diviene ciò tanto piò necessario , quanto che troppo leg- 
giermente considerato , n’ è risultalo di gettar l’ incertezza nella scien- 
za stessa , di porre innanzi paradossi , e di fin giugnere a dar fonda- 
mento a’ detti del WolGo , che nell’ Analisi moderna ptura irrepterint 
a verilale aliena , et gvamplurima firmiori fandamento superstrui 
menrentur, 

È facile al presente la soluzione di un problemetto , lo sviluppo di 
una formula , la trasformazione di qualche altra , che talvolta con 
poco accorgimento si valuta per nuova . Ma da ciò poco o nessun 
vantaggio la scienza riceve . Intanto alcuna nuova ricerca da più 
tempo non appare ne’ metodi ; e mentre tanto si contende per parti- 
colari in essi , nessuno osa penetrarvi addentro , ed impossessarsi di 
lor natura . È questa scienza diretta che costituisce il matematico, non 
già quella per la quale ora piana n’ è la via , e facilmente si appren- 
de , e che tanto vale , quanto che può a quella condurre . Disgrazia- 
tamente però or quasi tutti si arrestano a questo limitare , né oltre 
procedono , che grave fatica bisogna durare in leggero e meditare 
sulle cose da' sommi uomini prodotte, e che avrebber bisogno di qual- 
che perfezionamento. 

E poiché dall’ ignoranza si genera orgoglio , si é veduto schiuder 
tra poi uno sciame di sciagurati giovani professori , i quali gridano alla 
napntelapa contro ogni istituzione antica , ed ogni metodo che a questa 
appartengasi, e che essi affatto affatto non conoscono , né valgono a 
poter conoscere , e si fan pregio di confessarlo i e dove non giungo- 
no io trattare a lor modo qualche problema geometrico che venga pro- 
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posto, ìmpudenlcRieDte rivolgoosi a dir puerili le ricerche di tal natu- 
ra . Or a costoro serva d' istruzione , per rimetterli io buon cammino , 
so mai sia possibile , il conoscere, che per quanto valga l' attuale scuola 
matematica Europea, essa non vanta nel momento uomini di quel me- 
rito , e di quella profondità che ha avuti ne' secoli XVI1“, e XVIIl®. 
Nè certamente in questi felicissimi nostri tempi, di un secolo che da se 
si è appellato delprogrmo , abbiamo chi comparare a' Newton , Leib- 
nitz , i Berooulli , l' Eulero, ed a tanti attrite finalmente al La- 
grange , per opera de' quali I' Analisi moderna , ed i metodi eh’ essa 
adopra sono saliti a grado si eminente . E pur costoro e coltivarono 
essi , ed altamente raccomandarono lo studio c la conoscenza dell’ an- 
tica Geometria , e 1’ ebbero sempre come la base , o ’l fondamento 
de' nuovi metodi , poiché dal fatto riconoscevano quale e quanto pro- 
fitto ne avessero tratto, dolendosi ancor talvolta di non aver abbastanza 
studiati gli antichi. E per recarne di alcuno i detti, il Fermat scriven- 
do una lunga lettera all’ inglese Kenclm Digby , che ioviavala al Wal- 
lis, cosi conchiudeva : Jifonemui elarissimos n’roi, ut tepotilis (antisper 
tpetiebus Analystos probltmata geometrica ria EucUdeana et Apollonia- 
no extguantur , ne pereat paulatim elegantia et eoneiruendi et demon- 
slrandi , cui precipue operam dediue Veteree innuunt tatù et Data Eu- 
clidù , et aia a Pappo enumerati Analyteoi libri , ( Wallis Op, t. Il, 
pag.859 ) ; e Roberto Simson, ragionando sullo stesso proposito , nella 
prefazione alle sue elaboratissime Seclionei Conicae , cosi conchinde ; 
Quapropter Geomeiriae cultorei terbù doctiuimi Fermata monitot ve- 
lim , ut tepoiilii etc. 

Ma che vale ammassare autorità di sommi uomini, delle quali non ò 
questa la prima volta che ne rechiamo , quando la ragione stessa per- 
suade ognuno che non I' abbia stravolta , che l’ invenzione geome- 
trica essendo un arte difficilissima , non convenga precludersi alcuna 
strada per ben riescire in una ricerca , e cercar anzi il perfezionar 
quelle , che sembrano ancor difettose . E poiché i metodi sono gli 
strumenti per l’ invenzione , conviene apprenderli , impossessarsene . 
ed adoperarli lutti , ed a proposito , e talvolta facilitarsi il lavoro fa- 
cendoli concorrere all’ opera . Ciò dice il buon senso a chiunque non 
v’ abbia rinunziato per cattiva istituzione ricevuta ; che come con 
buon metodo erudendosi s’ impara a ragionare , cosi i cattivi metodi 
d' istituzione ci assuefanno ai contrario . 

E per la nostra scuola starà sempre di aver essa sostenuta la pu- 
rità dell’ antica Geometria , accoppiandone all’ uopo i metodi a quelli 
dell’ Analisi moderna , c di essere stata da tanto , di vedere per sua o- 
pera ritornar lo altre ancora su queste retto sentiero , dal quale solo 
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potranno deviare coloro , che appena iniziati nelle Matematiche , e 
mancando pure della conoacenza del linguaggio in cui ci furono tra- 
mandati i lavori egregi de' matematici di altre eti , non sono aflatto 
nel caso di progredirvi, cercando loro risorse in disprczzar quello che 
nè men valgono ad apprendere. 
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